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Introduccion

El alto indice de reprobacion que hay en Matematicas en los diferentes niveles educativos es alarmante,
A menudo escuchamos lo dificil que es aprobarla y —sobre todo— aprenderla.

Esta asignatura presenta —en comparacion con las demés asignaturas— el més alto indice de
reprobacion y el menor promedio de aprovechamiento. El mayor problema parece ser la ausencia de
comprension.

En el articulo México: ¢ Un pais de reprobados? (Revista Nexos 1991) se dan a conocer los resultados
de unainvestigacion obtenidos en mayo de 1990, de dos examenes nacionales, aplicados en escuelas primarias
y secundarias, con el fin de obtener informacidn sobre el avance programatico de los alumnos en jas cuatro &reas
fundamentales de estudio: Matematica, Espafiol, Ciencias Sociales y Ciencias Naturales. En forma general, se
obtuvieron calificaciones reprobatorias. En secundaria, Mateméticas obtuvo un promedio de 3.47, y un porcentaje
de aprobacion del 7 %. La mayor dificultad fue hallada en Algebra, Geometria y Estadistica. De ahi que esta
investigacion esté enfocada a los contenidos de aprendizaje correspondientes a los elementos algebraicos de
las matematicas.

En el afio de 1997 en el articulo La ensefianza de las Matematicas: una encuesta y una propuesta
(Revista Educacion 2001) se menciona la falta de interés y gusto de los alumnos por las mateméticas,
convirtiendo a ésta en uno de los problemas mas criticos de la escuela.

En el articulo publicado por la Revista Educacion 2001, se informa que el gusto por la matematica
disminuye de manera progresiva conforme el nifio avanza en su escolaridad.

Consideremos también que

"...muchos escritores han afirmado que un porcentaje tristemente elevado de los estudiantes que ingresan
en la universidad — y en especial los que ingresan en (...) universidades que ofrecen cursos de dos afios
(...)— estan 'mal equipados’ para ser frente a los desafios intelectuales que la experiencia

universitaria les presentara, o deberia presentarles. En concreto, se afirma que

muchos estudiantes que han completado la escuela secundaria no han transitado al pensamiento
abstracto o, hablando en términos piagetianos, al periodo de las operaciones formales. (...) Estos
estudiantes parecen haberse detenido en el periodo de las operaciones concretas del desarrollo
cognitivo." (Nichcrson 1987 p. 263)

En esta década los resultados de las evaluaciones internacionales como PISA y nacionales como
enlace nos confirman la misma situacion.

La problematica que existe en la ensefianza y aprendizaje de las Matemaéticas y mi experiencia como
profesora en dicha asignatura, me ha motivado a estudiar el desarrollo cognoscitivo alcanzado en algebra por un
grupo de estudiantes en el tercer grado de secundaria.

En esta investigacion hago un recorrido, en el primer capitulo, por la teoria cognoscitivista de Jean
Piaget, en lo referente a los postulados y las caracteristicas que hace de los procesos cognoscitivos o periodos
de desarrollo del periodo operacional (operaciones concretas y operaciones formales) y la forma en que el



individuo logra adquirir el conocimiento y los procesos mentales o cognitivos que pone en juego para apropiarse
de él.

En el capitulo dos reviso los Planes y Programas de Estudio de Matematicas de tercero de secundaria
en lo referente a los contenidos, enfoque, propdsitos, ejes tematicos de algebra y los documentos de apoyo para
la ensefianza-aprendizaje de esta ciencia y la vinculacion de todos éstos con la teoria.

En el capitulo tres presento los resultados de ia investigacién: menciono las caracteristicas de los
veinticinco alumnos en estudio y el contexto en el que se desenvuelven; describo como se hizo la seleccion, la
elaboracién, y la aplicacion del instrumento que me permitiria ver el desarrollo cognoscitivo de ios estudiantes, el
cual consistio en una bateria pedagdgica con problemas y ejercicios matematicos. Finalmente con dicho
instrumento hago una confrontacién de la teoria y la practica (lo postulado y lo observado).

En resumen, en esta investigacion se aborda la teoria de Jean Piaget en lo referente al desarrollo
cognoscitivo de los seres humanos, en lo que respecta al periodo preope racion al que comprende las operaciones
concretas y las operaciones formales.

También se trata lo referente a los contenidos de algebra y su enfoque en los planes y programas de
estudio de secundaria.

Finalmente, por medio de la aplicacion de un cuestionario con problemas y ejercicios de los contenidos
de algebra en el tercer grado de educacién secundaria a un grupo selecto de alumnos, —de la Escuela
Secundaria Oficial No. 710 “Migue! Hidalgo y Costilla" ubicada en la Concepcién Coatipac, Municipio de Calimaya,
Estado de México; del ciclo escolar 2001-2002— se hace la confrontacion de las dos teorias que sustentan este
trabajo —Piaget y los Planes y programas de estudio— con el anélisis de cada una de las respuestas que dieron
los alumnos a cada uno de los planteamientos del examen que se les aplic. El propdsito principal es conocer el
desarrollo cognoscitivo en algebra de los sujetos en estudio.



Capitulo |

Piaget y el desarrollo cognoscitivo

Piaget (1969) sostiene en su teoria que el desarrollo cognoscitivo ocurre en una serie de etapas. Estas etapas
son integrativas, es decir, cada etapa subsiste en las siguientes, sobre la cual las anteriores desarrollan nuevas
caracteristicas. Su orden de sucesion es constante pero el ciclo real varia de una persona a otra por factores tanto
individuales como sociales, lo cual hace que las fronteras de la edad no sean precisas.

A esos distintos momentos del desarrollo Piaget los denomina periodos de pensamiento o periodos evolutivos.
Estos son:

a. sensorio-motriz 0 sensomotriz (del nacimiento a los dos afios de edad). El recién nacido cuenta Unicamente
con los esquemas sensorio-motrices congénitos, como son los primeros reflejos o instintos.

b. preoperatorio o preoperacionai (méas o menos de los dos a los siete afios de vida). Este periodo consta de dos
fases: la fase preoperacionai y la fase instintiva. La fase preoperacionai (llamada también de representacion)
abarca aproximadamente de los dos a los cuatro primeros afios de vida. La fase instintiva puede prolongarse
hasta los siete afios de vida, y se caracteriza porque el sujeto es capaz de pensar las cosas a través del
establecimiento de clases y relaciones, y del uso de nimeros, pero todo ello de forma intuitiva, sin tener
conciencia del procedimiento empleado.



c. operacional Este Ultimo periodo del desarrollo intelectual del ser humano comprende el estadio de las
operaciones concretas (mas o menos de los siete alos once o doce afios de edad) y el estadio de las operaciones
formales (alrededor de los doce afios a la edad adulta). En las operaciones formales se perfeccionan y
sistematizan las construcciones alin limitadas de las operaciones concretas y desarrollan las llamadas
operaciones formales, las cuales no sélo se refieren a objetos reales, sino también a todos los objetivos posibles.

Cémo ya mencionamos, esta diferenciacidn de los periodos es bastante variable, ya que existen una multitud
de factores biologicos, sociales y ecologicos que participan. Todo esto hace imposible establecer periodos precisos, ya
sea desde el punto de vista cronolégico como desde la perspectiva de su misma naturaleza. Por eso es importante que
consideremos que las edades que menciona Piaget son —como él lo dijo— una aproximacion.

El desarrollo de esos periodos en su conjunto es un proceso unitario y continuo, aunque en realidad no se puede
considerar perfecta del todo ni su unidad ni su continuidad, ya que la continuidad del desarrollo esta interrumpida por la
existencia de estadios o fases, con lo que el desarrollo rompe su caracter progresivo; y su unidad tampoco es plena, ya
que en ella participan diversos componentes que la hacen variar segun difieren unos de otros.

Esa integracion de estructuras sucesivas, cada unade las cuales lleva a la construccién de la siguiente, permite
dividir el desarrollo en grandes periodos o subestadios, que obedecen a los siguientes criterios: 1) Su orden de Sucesion
es constante, aunque las edades promedio pueden variar de un individuo a otro; segun sus grados de inteligencia, o bien,
de un ambiente social a otro. 2) El desarrollo de los estadios puede dar lugar a retrasos o aceleraciones; pero el orden
de sucesion persiste constante en los ambitos.






La conservacion se refiere al hecho de que si dos conjuntos son jguales en nimero, ponga como se ponga los
objetos, en cada uno de ellos habré siempre el mismo numero, EI nimero se conserva, no se altera porque se altere la
configuracién perceptual.

"El estadio de las operaciones concretas se caracteriza porque el sujeto adquiere las operaciones o sistemas

de acciones mentales interas que subyacen al pensamiento; el sujeto es capaz de hacer uso de algunas
comparaciones légicas, como por ejemplo la reversibilidad, la clasificacion y la seriacion, El individuo puede
clasificar y seriar, pero solo cuando tiene los objetos presentes para manipularlos (se mueve en el mundo de lo
concreto); tiene la capacidad para enfrentarse eficazmente con los conceptos concretos y las operaciones
concretas, pero no con los abstractos. Durante este estadio la capacidad de aprendizaje generalizado es limitada;
lo que se aprende en un contexto no se transmite facilmente a otros contextos." (Nicherson 1987p, 47)

La seriacidn es una operacion logica que a partir de un sistema de referencias, permite establecer relaciones
comparativas entre los elementos de un conjunto, y ordenarlos segun sus diferencias, ya sea en forma decreciente o
creciente.

Whimbey (citado por Nicherson 1987 p. 55) dice que en este estadio se da la existencia de diferencias de actitud
y estilos de pensamiento poco dotados con un enfoque superficial de la solucion de problemas y pensamiento
directo con una "tendencia a lanzarse precipitada y superficialmente sobre un problema en lugar de hacer un
esfuerzo serio y prolongado para entenderlo, actitud de indiferencia hacia la propia actuacion. La tendencia a
concederle relativamente poco valor al razonamiento revela mas interés en el modo de conocer una respuesta
que en el modo de conseguirla,”

Con esta adquisicion de las operaciones concretas, se produce una serie de modificaciones en las concepciones
que el ser humano tiene sobre las nociones de cantidad, espacio y tiempo,

El elemento esencial que permite al sujeto llegar a las operaciones concretas es la reversibilidad: capacidad
para analizar una situacion desde el principio al fin y regresar al punto de partida; o bien para analizar un acontecimiento
desde diferentes puntos de vista y volver al original. Esta nueva habilidad hace posible una forma de pensamiento mas
organizado que considera todas las partes de una experiencia y las relaciona entre si como un todo organizado.

Si analizamos la reversibilidad que hace posible estos avances en el pensamiento vemos que esta pre supone
el concepto de permanencia.

En esta etapa una persona puede entender que si el agua de un florero, sea cual sea su forma y dimension, se
vierte en otro recipiente de otras dimensiones o de otra forma, sigue siendo la misma cantidad de liquido; esto se debe a
que ahora el sujeto tiene el concepto de cantidad y la estructura de permanencia, Poco a poco el infante podra hacer la
misma operacion con relacion al peso y dimensién; y al final de esta etapa obtendréa la capacidad parahacerlo con respecto
al volumen de un objeto o liquido.

También dentro de las operaciones concretas se desarrollan nociones de conservacion, como la identidad,
que no precede necesariamente a la reversibilidad pero que resulta de ella de una manera implicita o explicita.

Los agrupamientos de jas operaciones concretas consisten en transformaciones reversibles, y esa
reversibilidad tiene dos formas esenciales: a) la primera, la inversion 0 negaciéon cuya caracteristica es que la
operacion inversa compuesta con la operacion directa correspondiente lleva a una anulacién (+A - A=0); b)y la
segunda, la reciprocidad o simetria, cuya caracteristica es la operacion de partida, compuesta con su reciproca ‘A



corresponde a B y reciprocamente’ (Prf. Piaget e Inhelder 1969 pp. 136- 137)
La reciprocidad es

"...el tipo de reversibilidad mediante el cual se compensa el efecto de una fuerza
0 accién mediante otra.” Gorman 1986; p. 126

Es la forma de reversibilidad que caracteriza los agrupamientos de relacion; pero ella obtiene también su
fuente de conductas muy anteriores en forma de simetria.

El sujeto en este estadio puede resolver problemas légicamente si se enfoca en el aqui y el ahora.
Comprende que 7 + 12 es igual a 19, pero la formulacién abstracta, como la de una ecuacion algebraica, sobrepasa
su captacion. Esto se debe a que dentro de las operaciones concretas se afecta directamente a los objetos y no a
hipotesis. Forman la transicion entre la accion y las estructuras logicas méas generales que implican una combinacion
y una estructura de ‘grupo’ coordinante de las dos formas posibles de reversibilidad. Dentro de las operaciones
concretas, no es posible extraer dos clases no contiguas para hacer de ello una nueva clase lo que hace el sujeto es
referirse directamente a los objetos o a sus reuniones (clases). La forma logica de los juicios y razonamientos no se
organiza sino cuando hay ligazén, mas o menos indisoluble, con sus contenidos, es decir, que las operaciones
funcionan Unicamente respecto a comprobaciones o representaciones consideradas verdaderas. Las estructuras de
las operaciones concretas, sean cuales fueren sus progresos respecto a las regulaciones preoperatorias, siguen
siendo incompletas o inacabadas, pero la invencion de la combinatoria permite colmar una de sus lagunas. (Cfr. Piaget
e Inheler 1969; pp. 132-138).

En este periodo se dominan (en situaciones concretas) las operaciones loégicas como la reversibilidad, la
clasificacion, la descentracion, el heterocentrismo y el razonamiento inductivo; preparandose para la transicion al
pensamiento abstracto en el periodo de las operaciones formales. Veamos a qué se refiere cada una de estas
operaciones logicas:

a. Reversibilidad

El término reversible hace referencia a la posibilidad mental que tiene el individuo de concebir y representar
un hecho o pensamiento desde su comienzo hasta el final o viceversa. Esta reversibilidad se debe a que el
pensamiento, en este nivel, es flexible, puede ir y venir a discrecion y regresar mentalmente al punto de partida de un
problema dado. El pensamiento reversible maneja datos mentales e interiorizados, No se reduce, solamente, como
en el sub-periodo anterior, a las acciones reales, coordina datos interiorizados con datos reales simultaneamente,

b. Clasificacion k

Constituye una serie de relaciones mentales en funcion de las cuales los objetos se retinen por semejanzas,
se separan por diferencias, se define la pertenencia del objeto a una clase y se incluyen en ella subclases. En
conclusion las relaciones que se establecen son las semejanzas, diferencias, pertenencias (relacién entre un
elemento y la clase a la que pertenece) e inclusiones (relacion entre una subclase y la clase de la que forma parte).

El sujeto manipula o agrupa lo que ha percibido, su pensamiento depende del mundo real 1/
concreto, los agrupamientos se suceden en su mente (Gorman 1986 p. 35).

c. Descentraron

La estructura de pensamiento es descentrado cuando puede atender a varios aspectos, a varias



dimensiones simultaneamente y coordinarlos entre si. Este pensamiento advierte diferencias perceptivas pero capta
las compensaciones.

I d. Heterocentrismo
Es la capacidad de adoptar el punto de vista del otro, funciona como un indice del pensamiento reversible.
e. Razonamiento inductivo

El razonamiento inductivo implica ir mas alla de la informacion que uno recibe. Tiene que ver con el
descubrimiento de reglas y principios, con la conquista del caso general a partir de ejemplos particulares. La induccion
es tan omnipotente en nuestra vida cotidiana como la deduccion.

"Adn cuando la capacidad de razonar inductivamente tiene una importancia critica, el razonamiento
inductivo, igual que el deductivo, puede llevarnos —y lo hace a menudo — a conclusiones que no concuerdan
con los hechos." (Nichersson 1987 p. 54)

En este estadio, el sujeto alcanza un desarrollo cognitivo mas complejo que en los periodos anteriores.
Puede verse objetivamente; su cuerpo y su pensamiento const.tuyen cosas diferentes. Acepta y comprende que se
puede al mismo tiempo compartir una posicion real y suponerse en otra porque se mueve en el plano de la
representacion, ya que reconstruye en el plano mental interiorizado lo que estaba construido en el plano de la accion.
Posee un pensamiento movil, es decir, sigue el curso de las fases y su pensamiento regresa al punto de origen. Tiene
la posibilidad de seguir las transformaciones que implica poder reproducir y reconocer los cambios que se llevan a
cabo en un evento.

Al mismo tiempo aprende muchos términos abstractos que son labase del calculo y razonamiento intelectual
y van a ayudarle —por ejemplo— a establecer criticas basadas en juicios inductivos o deductivos que poco a poco lo van introduciendo
en el mundo de la cienciay la®  introspeccion.
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Para Piaget esta fase se alcanza aproximadamente entre los once y doce afios de edad y ' coincide
con cambios fisicos fundamentales en los seres humanos. Pero més que edades cronologicas
se refiere a edades mentales. Desde el punto de vista de la maduracion sexual el nifio pasa a ser adolescente, lo que
trae como consecuencia grandes diferencias con respecto a las demas etapas, sobre todo en el aspecto emocional,
de lo cual hablaremos més detalladamente en el Capitulo 3 de esta investigacion.

Ejemplos:

a. Alrededor de los 6 0 7 afios de edad el nifio adquiere la capacidad intelectual de conservar cantidades
numéricas: longitudes y volimenes liquidos.

b. Cercade los 7 u 8 afios el nifio desarrolla la capacidad de conservar los materiales.

c. Aproximadamente a los 9 0 10 afios el sujeto ha accedido al Gltimo paso en la nocién de conservacion
(la conservacion de superficies).

d. Elindividuo clasifica objetos de acuerdo con el tamafio de éstos y a su preferencia.

> e. El infante sabe diferenciar el peligro al cruzar las calles, conoce las luces del seméforo y
sus significados.

Estadio de las operaciones formales

En el estadio de las operaciones formales el sujeto deja a un lado la realidad concreta. Es capaz de separar
las relaciones y las clasificaciones de sus vinculos concretos o intuitivos.

Con estas operaciones y con el dominio del lenguaje que poseen en esta edad, son capaces de acceder al
pensamiento abstracto, abriéndoseles las posibilidades perfectivas y criticas que facilitan la razén. El pensamiento
formal naciente reestructura las operaciones concretas subordinandolas a nuevas estructuras, cuyo despliegue se
prolongara durante la adolescencia y toda la vida posterior con otras muchas transformaciones todavia.

Segun Piaget cerca de los once a los doce anos se da el complemento de las operaciones concretas dando
paso a un nuevo periodo operatorio, caracteristico de la adolescencia, que llega a su punto de equilibrio alrededor de
los quince afios y sigue en toda la vida adulta, llamado estadio de las operaciones formales, las cuales permiten
perfeccionar las construcciones aun limitadas y con lagunas parciales propias de las operaciones concretas.

Mientras el sujeto que se encuentra en el estadio de las operaciones concretas tiene dificultad en aplicar sus
capacidades a situaciones abstractas en esta etapa el adolescente logra la abstraccidn sobre conocimientos concretos
observados que le permiten emplear el razonamiento logico inductivo y deductivo. Desarrolla sentimientos idealistas y
se logra la formacién continua de la personalidad, hay un mayor desarrollo de los conce ptos morales.






Nieto (1978) llama al estadio de las operaciones formales, la etapa de la abstraccion e introspeccion.

"...el pensador concreto es mia persona que no ve mas que relaciones limitadas e inmediatas 1/ tiene una
escasa conciencia de las Inter relaciones.

Mientras que el pensador formal es capaz de integrar las generalizaciones, de 'tener insights 1/ de ver la
interaccion existente entre las ideas y las acciones/' (Prfr. Nichersson 1987 p. 48)

Piaget expresa que no toda la poblacion llega al nivel abstracto. Sin embargo, el individuo en el estadio de
las operaciones formales es capaz de dejar a un lado la realidad concreta liberando las relaciones y las clasificaciones
de sus vinculos concretos o intuitivos, hasta llegar a desprenderse de lo concreto y situar lo real en un conjunto de
transformaciones posibles con intereses orientados hacia el porvenir.

El estadio de las operaciones formales es la edad de los grandes ideales o del comienzo de nuevas teorias,
sobre las simples adaptaciones presentes a lo real. Transformaciones del pensamiento, que hacen posible la
elaboracion de las hipétesis y el razonamiento sobre las proposiciones desligadas de la comprobacién concreta y
actual; forma una estructura para extraer de ello los aspectos logicos sin caer en el logicismo, sino, simplemente en
servirse de un algebra general y cualitativa méas bien que recurrir a la cuantificacion estadistica. (Crfr. Piaget e Inhelder
1969 pp. 131-133).

Al nivel de las operaciones concretas, el sujeto pasa directamente a la accién por métodos de seriacion y de
correspondencia serial, pero cuando se encuentra dentro de las operaciones formales, el sujeto busca un inventario
previo de los factores y tiene la posibilidad de formular hipdtesis, de hacer proposiciones mentaimente, de hacer altas
abstracciones. Es la etapa correspondiente a las facultades superiores de los seres humanos.

Al principio de este estadio se produce una especie de egocentrismo intelectual debido a que — como en
otras etapas— el sujeto piensa que su punto de vista es el Unico. Pero en la medida que ejercita su nueva habilidad
de reflexion, su punto de vista se amplia y considera el punto de vista de los demas;

"...sera capaz de manipular transformaciones segun las cuatro posibilidades | (transformacion idéntica), N
(inversa), R (reciproca) y C (correlativa), lo que constituye un grupo de cuatro transformaciones que retine,
en un Solo sistema las inversiones y las reciprocidades, llevando a cabo asi la sintesis de las estructuras
parciales construidas hasta alli al nivel de las operaciones concretas” (Piaget e Inhelder 1969 p. 140).

Es decir, ahora puede manejar algo mas que las situaciones concretas y reales de la etapa anterior. Puede
pensar en forma logica sobre cosas abstractas, cosas que solo existen en su mente. Puede ingresar inferencias,
enfrentar situaciones hipotéticas, cavilar en posibilidades, crear teorias y sacar conclusiones logicas sobre sus
consecuencias, aun sin haber tenido experiencia directa en la materia.

Desde el inicio de las operaciones formales

"...el sujeto después de algunos tanteos, hace su lista de factores, a titulo hipotético; luego los estudia uno
por uno, pero disociandolo de los otros, es decir, que hace variar uno solo cada vez, dejando iguales los
demas" (Piaget e Inhelder 1969 p. 146).

En las operaciones formales el sujeto es capaz de diferenciar la forma del contenido, de razonar
correctamente sobre proposiciones en las que no cree 0 no cree aun pero que considera a titulo de puras hipétesis;
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de sacar las consecuencias necesarias de verdades simplemente posibles, lo que constituye el principio del
pensamiento hipotético-deductivo o formal.

Las operaciones nuevas por ser combinatorias, comprenden todas las combinaciones, incluidas
precisamente las inversiones y las reciprocidades, fusion operatoria en un todo Unico, en el sentido de que cada
operacion sera en adelante a la vez la inversa de otra y la reciproca de una tercera, lo que da cuatro transformaciones:
directa, inversa, reciproca e inversa de la reciproca (cuaternalidad de las operaciones formales), siendo esta ultima al
mismo tiempo correlativa (o dual) de la primera, Esta generalizacion de las operaciones de clasificacion o de las
relaciones de orden desemboca en lo que se llama una combinatoria (combinaciones y permutaciones), la mas sencilla
de las cuales esta constituida por las operaciones de combinaciones propiamente dichas o clasificaciones de todas
las clasificaciones. Esa combinatoria es de una importancia primordial en la extension y el refuerzo de los poderes del
pensamiento porque, apenas constituida, permite combinar entre si objetos o factores fisicos e incluso jdeas o
proporciones (lo que engendra una nuevaldgica) y por consiguiente razonar en cada caso sobre la realidad dada. (Cfr.
Piaget e Inhelder 1969 pp. 133-139),

En este periodo los individuos comienzan a dominar las relaciones de proporcionalidad y conservacion, A su
vez, sistematizan las operaciones concretas del anterior periodo, y desarrollan las llamadas operaciones formales, las
cuales no solo se refieren a situaciones reales como la anterior, sino también a todas las situaciones posibles. Con
estas operaciones y con el dominio del lenguaje que poseen en esta edad, los infantes son capaces de acceder al
pensamiento abstracto, acrecentando las posibilidades perfectivas y criticas que facilitan la razén,

Cuando el individuo logra acceder a las operaciones formales es capaz de dar todas las combinaciones
posibles de un evento probabilistico, lo que refuerza considerablemente los poderes deductivos de la inteligencia. El
sujeto logra facilmente (aproximadamente a los doce afios para las combinaciones y algo més tarde para las permutas)
encontrar un método exhaustivo, sin descubrir ain una formula, pero obteniendo un sistema que tiene en cuenta todas
las posibilidades. Es asi como el estudiante se inicia en la predlgebra, logrando poco a poco la obtencién de una
formula algebraica para resolver un conjunto de problemas del mismo tipo, ahorrando a la vez tiempo, porque no
necesita de lo real para poder deducir todas las combinaciones y permutaciones posibles. (Cfr, Piaget e Inhelder 1969
pp. 134-135).

En este estadio los mecanismos reguladores son de tal naturaleza que permiten no solamente compensar
las perturbaciones reales, sino incluso anticipar y compensar perturbaciones posibles, lo que se traduce en equilibrios
mas estables. Es decir, el sistema cognitivo crea la tendencia a reestablecer el equilibrio perdido y muestra una
tendencia a reaccionar ante las perturbaciones externas introduciendo modificaciones en su organizacion que
aseguran un equilibrio més estable que le permiten anticipar y compensar un numero, cada vez mayor, de
perturbaciones posibles, lo que genera mas posibilidades de supervivencia.

Cabe mencionar que la liberacion de los mecanismos formales del pensamiento, con respecto a su contenido,
no desemboca solamente en la constitucion de una combinatoria sino en la elaboracién de una estructura bastante
fundamental, que sefiala a la vez la sintesis de las estructuras anteriores de ‘agrupamientos’ y el punto de partida de
una sefie de nuevos progresos. Lo que Piaget llama cuaternalidad, es decir, el grupo de las cuatro operaciones, de
las cuatro posibilidades: | (transformacion idéntica), N (inversa), R (reciproca) y C (correlativa). (Cfr. Piaget e Inhelder
1969 p. 136).

En las operaciones formales se manejan eficazmente conceptos abstractos y la aplicacion de habilidades de

razonamiento. Una diferencia fundamental entre el pensador preformal y el formal reside en la capacidad de generar
posibilidades y de repensar la realidad a la luz de esas posibilidades.
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El pensador preformal imagina como las cosas podrian ser diferentes de lo que son, pero suele percibir esas
diferencias como algo no ortodoxo, peculiar o desviado,

"...es capaz de construir toda una serie de posibilidades y de evaluar la realidad que le es relativa."
(Nichersson 1987 p. 47)

Piaget menciond que una personano llega a las operaciones formales (ni en los demés periodos de desarrollo
cognitivo) en todos los contextos al mismo tiempo, ni siquiera casi al mismo tiempo, ya que depende del significado
que cada sujeto le da a las cosas.

"Piaget reconocia que una persona puede consequir realizar las operaciones formales dentro de esferas que

le resultan personalmente importantes y familiares, mientras que no consigue realizarlas cu otras esferas."
(Nichersson 1987 p. 50)

Ejemplos:

a. El individuo puede resolver satisfactoriamente ecuaciones, problemas geométricos, encuestas, test,
etcétera.

b. El sujeto es activo socialmente, gusta de conversar y divertirse con sus jguales; sus temas de
conversacion son variados y entretenidos.

Con los elementos de la teoria de Piaget relacionados con el periodo operacional (operaciones concretas y
operaciones formales) hasta aqui expuestos hago el siguiente cuadro comparativo que me servira de apoyo —junto
con el contenido del capitulo dos con respecto a el &lgebra en los planes y programas de estudio de matematicas en
educacién secundaria y jos elementos de la teoria de Jean Piaget encontrados en éstos— en el Ultimo capitulo de

este trabajo para hacer el andlisis de los instrumentos del diagndstico y ver en que estadio se encuentran los alumnos
en estudio en los contenidos de algebra.
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Cuadro comparativo de las operaciones concretas
y las operaciones formales

Operaciones concretas

Operaciones formales

Etapa de lo concreto, de lo presente, de lo rea), del aqui
y ahora.

Etapa de las grandes abstracciones, de la introspeccion,
del ser plenamente consciente de los actos que se llevan
a cabo para poder controlarlos.

El sujeto manipula o agrupa lo que ha percibido. Su
pensamiento es descentrado, depende del mundo real y
concreto. Los agrupamientos se suceden en su mente.
Puede —en situaciones concretas— atender a varios
aspectos, a varias dimensiones simultaneamente vy
coordinarlos entre si.

El individuo puede ingresar inferencias, enfrentar
situaciones hipotéticas, cavilar en posibilidades, crear
teorias y sacar conclusiones logicas Le es posible
pensar en forma logica sobre cosas abstractas, cosas
que solo existen en su mente; imagina como las cosas
podrian ser diferentes de lo que son.

El pensamiento se ocupa de lo real, de lo concreto, de la
diferenciacion de la forma'y el contenido.

El pensamiento puede ocuparse de jo posible y no
simplemente de lo real, de la forma de una afirmacién en
oposicion (diferenciacion) a su contenido, de lo abstracto
y no solamente de jo concreto.

El pensamiento del individuo es literal y concreto, puede
resolver problemas logicamente.

El pensamiento del individuo es abstracto, puede
resolver problemas abstractos que exian el uso del
célculo y razonamiento proporcional, demostrando la
capacidad de utilizar supuestos teniendo el control
comprensivo de las variables, la capacidad de averiguar,
de deducir todas las combinaciones y permutaciones
posibles, sacando las consecuencias necesarias de
verdades simplemente posibles, logrando poco a poco la
obtenciéon de una formula algebraica para resolver un
conjunto de problemas.

Posee un pensamiento hipotético-deductivo, formal,
reflexivo, critico, abstracto. La reflexion es obra del
pensamiento, se da el caso que unareflexion obre sobre,
una reflexion (pensamiento reflexivo).

El ser humano tiene dificultad al aplicar sus capacidades
a situaciones abstractas.

El ser humano logra la abstraccidn sobre conocimientos
concretos observados que le permiten emplear el

razonamiento logico inductivo y deductivo.







Se dominan (en situaciones concretas) las operaciones
logicas como la reversibilidad, la clasificacion, la
descentracion, el

heterocentrismo y el razonamiento inductivo, siempre
que lo haga con simbolos referidos a objetos concretos.

Se dominan (en situaciones abstractas) las operaciones
logicas como a reversibilidad, la clasificacion, la
descentracion, el heterocentrismo y el razonamiento
inductivo.

El elemento esencial que permite al sujeto llegar a formar
operaciones concretas es la nocién de reversibilidad
(pensamiento flexible), presupone el concepto de
permanencia y tiene dos formas esenciales: la inversion
0 negacion y la reciprocidad o simetria (transformaciones
reversibles).

Lo que permite al sujeto llegar a formar operaciones
formales es la posibilidad de moverse en el campo de la
formulacion, de la realizacion de grandes abstracciones,
de la introduccién en el mundo de la ciencia, del espiritu
experimental, de los dobles sistemas de referencia, de
los grandes ideales o del comienzo de nuevas teorias.

Se da la aparicidon de operaciones logico- matematicas

y espacio-temporales
consolidandose las nociones espaciales, temporales,
tactiles y propioceptivas.

La nocién de reversibilidad le permite establecer
relaciones de oposicion contraste y sucesion de hechos
en el espacio y el tiempo.

Se afecta directamente a los objetos concretos-
presentes 0 mentalmente representados o a sus
reuniones (clases).

El sujeto llega a desprenderse de lo concreto,
comprende términos abstractos y sitta lo real en un
conjunto de transformaciones posibles.

La clasificacién de objetos y acontecimientos reflejan el
uso de categorias conceptuales y jerarquicas; implican
una clasificacion y una generalizacion elemental
concemiente a objetos tangibles.

Hace clasificacion de clasificaciones, ademas jibera
estas clasificaciones y las relaciones de sus vinculos
concretos o intuitivos.

No es posible extraer dos clases no contiguas para hacer
de ello una nueva clase.

Es posible extraer dos clases no contiguas para hacer de
ello una nueva ciase.

El sujeto pasa directamente a la accion por métodos de
seriacion y de correspondencia serial.

El sujeto busca un inventario previo de los factores. Hace
su lista de factores a titulo hipotético, luego los estudia
uno por uno pero disociandolo de los otros, es decir, hace
variar uno solo cada vez dejando jguales los demas.

Es dificil captar las diferencias existentes entre la verdad
empirica y la validez lgica.

Capta mejor que el pensador preformal las diferencias
existentes entre la verdad empirica y la validez lbgica.

El individuo hace "operaciones” o actividades mentales
basadas en las reglas de la 16gica, siempre y cuando
disponga de puntos de apoyo concretos. Es asi como se
va desarrollando la lbgica y el razonamiento.

La capacidad de aprendizaje generalizado es limitada; lo
que se aprende en un contexto no se transmite
facilmente a otros contextos.

Domina la descentralizacion y la reversibilidad, aplica las
habilidades de razonamiento y solucién de problemas a
contextos diferentes de aquellos en los que los ha
adquirido.
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Se adquieren relaciones de proporcionalidad 'y
conservacion, inclusion de ciases y adopcion de
perspectiva.

Se da la manipulacion interna de conceptos, relaciones
Yy proposiciones.

Tienen lugar nociones ' probabilisticas (resultantes de
una asimilacion de azar), de descentralizacion, de
reversibilidad de relaciones de proporcionalidad y
conservacion. Se distingue entre acontecimientos
probables e improbables y se pueden resolver
problemas referentes a cualquiera de ambos tipos. El
sujeto da todas las combinaciones posibles, haciendo a
la vez un control de las variables.

Se desarrollan nociones de conservacién, como la
identidad, numero, longitud, masa, superficie, peso V|
volumen.

Las operaciones preposicionales que se presentan son:
la implicacidn, la disyuncion, la exclusidn, la implicacion
reciproca.

No exige una explicacion de las posibilidades fuera de
los datos expuestos.

Es capaz de construir toda una serie de posibilidades y
de evaluar la realidad que le es relativa. Repiensa la
realidad a ia luz de esas posibilidades (inversion de la
realidad y la posibilidad).

Puede observarse una aproximacion casi sistematica a
laresolucion de que incluye ia consideracion de hipétesis
alternativas.

Se combinan y elaboran hipdtesis y razonamientos
sobre las proposiciones desligadas de la comprobacion
concreta y actual. Se sigue una linea de razonamiento
que empieza en una afirmacién hipotética o incluso
obviamente falsa, para vera donde va a parar.

Se manejan y coordinan datos mentales interiorizados
con datos reales simultaneamente.

Se razona correctamente sobre proposiciones en las que
no se cree 0 no se cree aln (se hacen proposiciones
mentalmente). Se maneja eficazmente la aplicacion de
habilidades de razonamiento.

Se da lugar al razonamiento inductivo: ir mas alla de la
informaciéon que uno recibe. La conquista del caso
general a partr de ejemplos particulares y del
descubrimiento de reglas y principios.

Tiene lugar el razonamiento hipotético-deductivo: jos
términos abstractos (base del calculo y razonamiento
intelectual) ayudan a establecer criticas basadas en
juicios inductivos o deductivos.
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Se inicia la invencion de la combinatoria. Sélo es posible
manipular transformaciones con dos posibilidades.

Tiene lugar un sistema integrado de operaciones y
transformaciones: operaciones sobre operaciones
(operaciones combinatorias). Se consideran todas las
asociaciones posibles entre los elementos del juego
(combinatoria). Se manipulan transformaciones segun
las cuatro posibilidades 1 (transformacion idéntica), N
(inversa), R (reciproca) y C (correlativa). Se retne en un
solo sistema las inversiones y las reciprocidades.

Las operaciones funcionan Unicamente respecto a
comprobaciones 0 representaciones consideradas
verdaderas.

Las operaciones y actividades mentales implican
conceptos abstractos e hipotéticos. Pueden aplicarse a
lo posible e hipotético ademas de lo real.

Se tienen dificultades al enfrentarse a relaciones de
segundo orden y a relaciones existentes entre
relaciones.

Se manejan relaciones de segundo orden y relaciones
existentes entre relaciones con mas facilidad que el
pensador preformal.

Solo se ven relaciones limitadas e inmediatas con
escasa conciencia de las interrelaciones.

Se tiene la capacidad de integrar generalizaciones, de
tener insigas y de ver la interaccion existente entre las
jdeas y las acciones.

El individuo —en relacion con su desarrollo intelectual—
puede construir estructuras sintacticas mas complejas.

El individuo cuenta con estructuras bipartitas. Es capaz
de hacer la unidn o listado de varias caracteristicas de
un objeto.

Se desarrolla la capacidad de hacer series y ordenar
eficientemente.

Se combinan objetos por un método exhaustivo y
sistematico.

Se utilizan las relaciones de causa y efecto directo en
una situacion simple de dos variables.

Se construye el concepto de proporcionalidad: relacion
de equivalencia entre dos 0 mas relaciones o razones.

Se observan grandes avances en la comunicacion no
egocentrica. Mejora la conjugacion verbal, la expresion
de la nocion de tiempo relativo, la utilizacion de
preposiciones, conjunciones y adverbios. Comprende el
lenguaje escrito y términos abstractos para comprender
moralejas, interpretar refranes, establecer criticas segun
eldesarrollo de su ldgica y razonamiento. Puede articular
palabras largas con o sin significado y trabalenguas.

Procede directamente de la experiencia personal y es
capaz de adoptar el punto de vista del otro.

Se da la verificacién de enunciados.

Puede ser ensefiado y comprendido a través de
analogias y algoritmos.

Se apega mas a los estereotipos que a las
observaciones empiricas y los experimentos para tomar

sus decisiones.

Se apega a las observaciones empiricas y los
experimentos para tomar sus decisiones.
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Desarrolla sentimientos idealistas y se logra formacién
continua de la personalidad, hay un mayor desarrollo de
los conceptos morales.

Los procesos de razonamiento se vuelen légicos y
pueden aplicarse a problemas concretos o reales.

El individuo puede ser «limitado» y exigir especulacion
sobre jas posibilidades que no han sido explicadas.

Aparecen los esquemas logicos de sedacion,
ordenamiento mental de conjuntos y clasificacion de los
conceptos de casualidad, espacio, tiempo y velocidad.

Elindividuo puede requerir de una definicion a través de
otros conceptos de abstracciones, sin una correlacion
evidente con la realidad tangible.

Se mueve en el plano de la representacién.

La persona puede requerir de un razonamiento
deductivo a partir de hipétesis no verificadas.
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Capitulo Il

Los planes y programas de estudio de

matematicas en la escuela secundaria






Reforma de 1993: enfoque y propdsitos

La Reforma de 1993 que se hizo a los Planes y Programas de Estudio de Matematicas hace énfasis en el
fortalecimiento —tanto en primaria como en secundaria— de tos conocimientos y habilidades.de caracter basico como
lo son el dominio del espafiol y la aplicacion de las matematicas. En lo referente a las matematicas, en el planteamiento
y la resolucion de problemas.

En lo que a curricula se refiere, en los nuevos programas de Matematicas de educacidén secundaria
desaparecen los temas de I6gica y conjuntos, asi como el énfasis puesto por tos programas anteriores en las
propiedades estructurales de los diferentes dominios numéricos. Se abandona también el tratamiento conjuntista de
la probabilidad, mientras que los temas de estadistica se ubican dentro del contexto méas amplio de la presentacion y
tratamiento de la informacién, punto al que se concede gran importancia en estos programas.

El proposito de la asignatura de Matematicas es dar importancia a la resolucion de problemas como la
practica de pensar, con un objetivo definido: que el alumno piense, imagine la situacion que éste le plantea, que entre
en polémica, que lo lleve a la construccion de un aprendizaje al que pueda darle una aplicacion Util y verdadera, que
de importancia a ia comprension y argumentacién del conocimiento para que pase a formar parte de su experiencia y
sirva de base a nuevos conocimientos. Que lo lleve a reflexionar del qué, por qué y para qué del contenido.

La ensefianza de la Matematica en México tiene como propésito general el desarrollo de habilidades
operatorias, comunicativas y de descubrimiento de tos alumnos que le permitan:

a. Adquirir seguridad y destreza en el empleo de técnicas y procedimientos basicos a través de la solucion de
problemas.

b. Reconocer y analizar los distintos aspectos que componen un problema.

c. Elaborar conjeturas, comunicarlas y validarlas.

d. Reconocer situaciones analogas.

e. Escoger o adaptar la estrategia adecuada para la resolucion de un problema.
f.  Comunicar estrategias, procedimientos y resultados de manera clara y concisa.
g. Predeciry generalizar resultados.

h. Desarrollar gradualmente el pensamiento deductivo.

Para ello con la Reforma de 1993 hecha a tos planes y programas de estudio, ei aprendizaje de ciertos
temas no queda localizado en un sélo momento de la ensefianza ni es concebido como una sucesion de temas que
deben agotarse uno a continuacién del otro —como se hacia antes—, al contrario, se recomienda que se procure
integrar contenidos de diferentes temas o areas del programa, de modo que el alumno pueda percibir las relaciones
existentes entre las diferentes partes de la matematica y tenga la oportunidad de llevar a la practica constantemente
los conocimientos adquiridos. Se resalta también la importancia, que tiene para el aprendizaje de la matematica, que
el estudiante aprenda a resolver problemas utilizando el lenguaje y los procedimientos algebraicos.

El constructivismo y la practica educativa en matematicas
Para empezar, a nuestro parecer, dichos planes tienen una base tedrica constructivista aunque no esté de
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manera explicita, estos toman en cuenta los conocimientos previos, la situacién problematica copio oportunidad de
aprendizaje y la interaccion del sujeto con el conocimiento.

Los planes y programas sefialan que el constructivismo es una de las teorias principales en la actual didactica
de las ciencias y de la matematica. Su enfoque plantea que su ensefianza debe fomentar en el estudiante la misma
curiosidad y las actitudes que la hicieron posible y la mantienen viva, Su propésito central es que el alumno aprenda
a utilizarla para resolver problemas de cualquier tipo, en los que no solamente ponga en practica los procedimientos
y técnicas adquiridas en la escuela, sino también su curiosidad e imaginacion creativa.

Es decir, el conocimiento es abstraido de la accion y no de los objetos. La construccion del conocimiento
tiene lugar en la mente de la personay hay desequilibrio y equilibrio en los intercambios entre el sujeto y el objeto de
conocimiento. Para que el sujeto asimile mentalmente un nuevo conocimiento este debe aportar algo suyo a los datos
provistos por el objeto de conocimiento.

El conocimiento, desde la perspectiva constructivista, es una interpretacion de la realidad que se obtiene
como producto de la interaccion entre el sujeto y el medio ambiente (conocer es hacer) que da como resultado la
interiorizacion que el sujeto construye de la realidad; construccién humana a través de la equilibracién (factor-proceso
central del desarrollo mental); proceso activo mediante el cual una persona responde a perturbaciones o
modificaciones en su modo de pensar por medio de un sistema de compensaciones (el resultado es una nueva
comprensién y satisfaccion), Es decir, un equilibrio, un estado de nivelacion, satisfaccion o comprensién y de
construcciones sucesivas de constantes elaboraciones de nuevas estructuras. Es el sujeto el que construye su
conocimiento, por medio de una actividad mental constructiva que responde a sus necesidades internas vinculadas
al desarrollo evolutivo. (Cfr. Garcia Fernandez y Fabregat Deusdad 1992 p. 100),

¢Qué es lo que los planes y programas de estudio con su enfoque constructivista, demandan del
alumno?

a) "La produccién de un pensamiento reflexivo e intuitivo en cuanto a sus éxitos y fracasos en las tareas del
programa; y

b) la inculcacién de una percepcidn de si mismo como generador activo de conocimiento e informacién y no
como receptor y reproductor pasivo de aquéllos.”

Es asi como el sujeto construye su conocimiento, y lo hace a partir de sus construcciones anteriores
(conocimiento previo).

Elntcleo de la actividad constructiva por parte del estudiante consiste en construir significados asociados a
su propia experiencia. Su punto de partida, es una red de informacion, de imagenes, de relaciones, de anticipaciones
y de inferencias alrededor de una idea. El proceso de construccidn de significados es gradual y permanente y se da
como un proceso de reorganizacion (equilibrio- desequilibrio). El trabajo del estudiante consiste en extraer de tal
concepcion relaciones y patrones; un conjunto coordinado de acciones que conducen al conocimiento viable, a los
conceptos y a la generacién de algoritmos. (Prfr. Moreno Armella 1996 pp. 62-64).

El estudiante no esta conscientemente buscando esquemas logicos. Mas bien, esta tratando de encontrar el
sentido de aquello a lo que se ve enfrentado. Esta busqueda del sentido es una necesidad cognoscitiva, porque la
matematica se desarrolla en un escenario ideal. Los términos “conjunto”, "funcién”, etcétera, corresponden a
experiencias mentales. Es imposible, en este punto, dejar de reconocer el papel central de la abstraccion reflexiva,
como el mecanismo que da lugar a las experiencias del mundo matematico. La matematica da cuenta de la estructura
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de un mundo ideal, cuya "materia prima" son las acciones interiorizadas del sujeto. (Prfr. Moreno Armella 1996 pp.
62-64).

Asi pues, son los sujetos los que construyen sus propios significados mediante la interaccién que tiene con
su maestro, sus comparieros de clase y con el objeto de conocimiento. Dicho con ofras palabras, el alumno es el
responsable de su propio conocimiento (artifice del proceso de aprendizaje). Un aprendiz que seleccionay transforma
la informacidn, que construye hipétesis y toma decisiones utilizando una estructura cognoscitiva que da significado y
organizacion a las experiencias y le permite 'ir mas alla de la informacion que se le ha dado’.

La organizacion es uno de los atributos que posee la inteligencia. Esta formada por las etapas de
conocimientos que conducen a conductas diferentes en situaciones especificas.

De esa manera el constructivismo apunta a la accién porque implica modelos de accion, reaccion y sentido
critico, convirtiendo al aula en un espacio dindmico de interaccidn intersubjetiva e intrasubjetiva.

¢Qué es el aprendizaje desde la perspectiva constructivista en los planes y programas?

El aprendizaje, dentro del constructivismo, es un proceso activo, donde el aprendiz construye activamente
nuevas jdeas o conceptos con base en su conocimiento actual o pasado y su interaccién con el mundo. Sélo asi, los
conceptos interiorizados, las reglas y los principios generales pueden consecuentemente ser aplicados en un contexto
del mundo real y préactico. Esto le facilita al sujeto un intento de integracién de las ideas, proporcionandole a la vez
una lectura y una utilizacion critica de los conocimientos.

"..el aprendizaje se forma construyendo nuestros propios conocimientos desde nuestras propias
experiencias." (Ormrod, J. E. 2003 p. 227)

Conforme el individuo se va desarrollando fisica e intelectualmente sus estructuras cognitivas también se
desarrollan y pasan de un estadio menor a otro mas avanzado, es decir, su desarrollo mental y su inteligencia van
aumentando. Asi pues, el pensamiento y la inteligencia son procesos cognitivos que tienen su base en un substrato
organico-biologico determinado que va desarrollandose en forma paralela con la maduracion y el crecimiento
bioldgico; y le permite al individuo el manejo y asimilacion de informacion, de manera objetiva y analitica.

De acuerdo con la interpretacion constructivista la matematica se reconoce como una actividad
esencialmente abstracta, en donde la abstraccion reflexiva es el eje

de la actividad, y la interiorizacion de las acciones es su punto de partida. (Prfr. Moreno Armella 1996 p. 60

)

Documentos de apoyo para la ensefianza-aprendizaje del algebra

en la secundaria

Asi pues, para lograr un mejor desempefio en la ensefianza-aprendizaje de las matematicas, la Secretaria
de Educacién Publica (SEP) ha disefiado los siguientes documentos y videos:

1) Planes y programas de estudio de Matematicas.
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2) Libro para el maestro. Educacién secundaria, Matematicas.

3) Secuenciay organizacion de los contenidos, Matematicas.

4) Fichero de actividades didacticas.

5) Coleccién de videos EI mundo de las matematicas.

6) Coleccion de videos Resuélvelo.

7) Guiade estudio. La ensefianza de las matemaéticas en la escuela secundaria.

8) Lecturas. La ensefianza de las matematicas en la escuela secundaria.

Contenidos programaticos de algebra en la escuela secundaria

Los historiadores distinguen tres etapas de desarrollo del algebra: algebra retérica, cuando todavia no existian
simbolos algebraicos y tanto los problemas como las ecuaciones se expresaban enteramente en el lenguaje natural;
algebra sincopada, en la que el lenguaje natural se combina con el uso de algunos simbolos; algebra simbdlica (que
es la que utilizamos hoy en dia) cuando el lenguaje algebraico se ha vuelto autbnomo en relacion al lenguaje natural
y tiene sus propias reglas de sintaxis. (Prfr. Alarcon, J, 1995, p. 147)

El algebra clasica que se ocupa de resolver ecuaciones, utiliza simbolos en vez de nimeros especificos y
operaciones aritméticas para determinar como usar dichos simbolos.

"Ceriains pourraient dire: les niathématiques qui nous importent sont les mutilé i na tiques dites classiques
que suffisent bien aux apphcations. Il n'en est rien; les mathématiques contemperadles sont ¢ nfiniment plus
applicables, plus riches d' applications, dans le domable des Sciences exactas comnie dans celui des
Sciences sociales, que la démarche dite classique." (OCDE, 1963, pp. 239-248).

El &lgebra ha sido tradicionalmente uno de los temas centrales de la ensefianza de las Mateméticas en la
escuela secundaria. En los nuevos programas con la Reforma de 1993 conserva este caracter, pero propone ademas
algunos contenidos de predlgebra desde el primer grado, con el propdsito de aprovechar las oportunidades que
ofrecen la aritmética y la geometria para que los estudiantes se inicien graduaimente en la utilizacién de las
expresiones con literales, asi como a las primeras reglas sencillas de escritura algebraica y otros temas que preparan
el acceso al algebra.

Para lograr un aprendizaje significativo del algebra es necesario que los simbolos y las operaciones
algebraicas se introduzcan a partir de situaciones familiares: para adquirir poco a poco seguridad y destreza en el
manejo de los procedimientos algebraicos y utilizarlos para resolver problemas cada vez mas complejos. (SEP, 1995,
p. 162)

El objetivo en toda la ensefianza del &lgebra es procurar que los alumnos la utilicen en el planteo y solucidn

de problemas, como aplicacién de los conocimientos adquiridos; sobre todo para dar sentido a las nociones
algebraicas y facilitar la comprension de nuevos procedimientos. Para ello, es importante que los problemas no se
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vean Unicamente como aplicaciones de formas y maneras de resolucidn, sino que deberan estar presentes en todas
las fases del aprendizaje. El fin es introducir y facilitar la comprensién de nuevos conocimientos, asi como enriquecer
los que se hayan visto con anterioridad. (SEP, 1995, p. 147)

Asi, para enriquecer el significado de las expresiones con literales —en una primera instancia vistas como
abreviaturas de los procedimientos, después como una relacién aritmética 0 geométrica entre cantidades— es
importante acompafarlas, desde el principio, con actividades que propicien la construccion de tablas de valores y su
presentacion gréfica.

La ensefianza del algebra propiamente dicha comienza en el segundo grado de la escuela secundaria con
una breve revision de las principales reglas de escritura algebraica y con el tratamiento de las ecuaciones lineales. Se
completa con algunos temas de operaciones con monomios y polinomios, con la introduccion del plano cartesiano y
la iniciacion al estudio de los sistemas de ecuaciones lineales y su solucion. Estos temas representan el primer
contacto de los alumnos y las alumnas con las nociones y procedimientos fundamentales del algebra, necesarios para
todo estudio ulterior de matematica.

La idea es comenzar operando con expresiones en una variable, sin avanzar de manera prematura hacia
expresiones mas complicadas, que seran el objeto de un estudio méas intensivo en el tercer grado, donde se profundiza
y completa el estudio de los temas anteriores y se introducen los productos notables, factorizacién y ecuaciones
cuadraticas; poniendo énfasis en la factorizacién de polinomios de segundo grado y la solucién de ecuaciones
cuadraticas por diversos métodos.

El algebra, en la secundaria, representa la transicion entre la aritmética y la geometria elementales de la
primaria, asi como la base de las matematicas de grados superiores. Casi todas las matematicas de la preparatoria y
la universidad requieren del lenguaje del algebra para modelar situaciones y resolver problemas, asi como para
expresar conceptos y operar con ellos en niveles cada vez mas abstractos, dando paso al pensamiento abstracto.

Las notaciones y el lenguaje simbolico del &lgebra constituyen uno de los grandes logros de las matematicas
y son un instrumento imprescindible para el pensamiento abstracto y la solucidn de problemas. La expresidn simbdlica
y el pensamiento abstracto se desarrollan por medio del estudio del algebra. Los alumnos tienen dificultades para
dominar este lenguaje simbdlico. Es decir, al principio se desconciertan por el uso de literales, mas tarde desarrollan
formas de expresion y solucioén de problemas donde se mezclan el lenguaje natural con el uso, no siempre correcto,
de expresiones simbolicas. Para ello es importante que el docente destaque la importancia que tiene pasar de una
situacion o enunciado a su expresion simbdlica y operar con ella. (Prfr. SEP, 1995 pp, 145-147)

La Reforma de 1993 a los planes y programas de estudio sefiala cinco rubros para organizar los contenidos
de &lgebra, sin olvidar que hay temas que pueden pertenecer a varios rubros. Ademas, si lo considera necesario, el
profesor tiene la oportunidad de introducir otros apartados. Los rubros o apartados son:

I. Nociones y procedimientos basicos
Il. Técnicas de uso frecuente
IIl. Ejercicios y problemas

IV. Experiencias necesarias

V. Precision de nociones
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A continuacién se presenta un cuadro con los contenidos de algebra que se proponen en cada uno de los
tres grados de educacion secundaria.
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Cuadro comparativo de los contenidos de algebra propuestos en cada uno de los tres grados de educacién secundaria

Primero

PREALGEBRA

Jerarquia de operaciones y uso de paréntesis en la
aritmética. -

Operaciones asociadas: suma y resta; multiplicacion
y division. Ecuaciones del tipo:

Segundo
23745+ ..=513.25
809.60 -... = 579.85
45x..=325.5

Iniciacion al uso de literales

Férmulas de geometria; problemas que
conducen a la escritura de expresiones
algebraicas sencillas.

a)

Primeras reglas de escritura algebraica.

Construccion de tablas de valores a partir de
formulas o expresiones algebraicas.

INICIACION AL LENGUAJE ALGEBRAICO
Introduccién y uso de la incognita.

Primeras reglas para simplificar |la escritura y operar con
expresiones algebraicas.

Uso del paréntesis.

Tercero

EL PLANO CARTESIANO Coordenadas
de un punto.

Representacion de regiones y conjuntos de puntos
(semiplanos, franjas, rectas).
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PLANO CARTESIANO Y FUNCIONES
Ejemplos para revisar la nocién de funcion

Graficacion de funciones y comportamiento local de una
funcion.

Familias de gréficas de la forma y = mx+b

Representacion de conjuntos de puntos y regiones que
satisfacen ecuaciones y desigualdades lineales en dos
variables (casos sencillos).
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Primero

Segundo Tercero

OPERACIONES CON MONOMIOS Y POLINOMIOS OPERACIONES CON EXPRESIONES
ALGEBRAICAS

Diferentes tipos de expresiones algebraicas.

Monomios y polinomios.
Evaluacién de polinomios en una variable.

a) Leyesde los exponentes.
Propiedades de las operaciones y su aplicacion al
simplificar u operar con expresiones algebraicas. b) Revision de la suma, la resta y multiplicacion de
polinomios.

Operaciones con monomios y polinomios: suma,
resta, multiplicacion y casos sencillos de division de  Fracciones algebraicas.
polinomios.

Ejercicios de despeje y de sustitucion algebraica.

ECUACIONES LINEALES O DE PRIMER GRADO ECUACIONES Y SISTEMA DE ECUACIONES
LINEALES
Métodos de solucidn de ecuaciones de las formas a +
x=bax=Db, ax +b = ¢ y de ofras ecuaciones que Profundizacion en el estudio de las ecuaciones lineales.
pueden llevarse a esta forma; en particular ecuaciones
de las formas ax+ b = ex +d, ax + bx + ¢ = dx + ex + f Métodos de solucion de sistemas 2 x 2 de ecuaciones

y casos sencillos de ecuaciones con paréntesis. lineales.
SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES a) Sustitucion, igualacion, sumay resta.

Problemas que conducen a sistemas de dos D) Método grafico y nimero de soluciones de un

ecuaciones lineales con dos incognitas su solucion por sistema 2x2

el método de sustitucion.
Ejemplos de sistemas de tres ecuaciones lineales con
fres incognitas (sistemas 3 x 3) y su solucion por el
método de eliminaciones sucesivas.
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Primero

Segundo






Tercero

PRODUCTOS NOTABLES Y FACTORIZACION
Extraccion de un factor comun.
Los productos notables:
a. (xta)>-x2+2ax+a?
b. (x-a)* x?-2ax+ a®
c. (x+a)(x-a) =x%-a?
d. (x+a)(x+b)=x2+(a+b)x+ab

y sus aplicaciones al calculo numénco y la factorizacion
de polinomios de segundo grado.

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

Solucion de ecuaciones incompletas (ax? +0=0, ax? -bx ~
0); de ecuaciones completas por factorizacion y
completando cuadrados.'

Formula general; discriminante y numero de soluciones
de una ecuacion cuadratica.







Los estudiantes

La institucion educativa en la que se llevé a cabo la investigacion de campo es —como ya se menciono—
La Escuela Secundaria Oficial No. 710 "Miguel Hidalgo y Costilla”, donde trabajé como orientadora'y como profesora
horas clase en ciclos escolares anteriores. La escuela tenia Unicamente tres grupos: uno de cada grado escolar. Los
alumnos y alumnas inscritos en ei tercer grado en el ciclo escolar 2001 -2002 en esta institucion fueron 27 estudiantes,
de los cuales se dieron de baja una alumna y un alumno. La primera se dio de baja el 10 de enero por cambio de
domicilio; el segundo se dio de baja a finales de abril por incumplimiento, indisciplina y falta de interés en terminar la
educacion secundaria. La plantilla del personal docente estaba integrada por el director, la subdirectora, el orientador,
dos maestros y cuatro maestras horas clase.! El maestro que impartia la asignatura de matematicas iba a cumplir 19
afios de servicio. Estudié la normal elemental e hizo una especialidad en matematicas.

La escuela estéa ubicada en la localidad de La Concepcion Coatipac, municipio de Calimaya, a 14 kildmetros
al sur de la ciudad de Toluca. Es una localidad de aproximadamente 2,400 habitantes. Practicamente tranquila, pero
comienza con pequefios problemas de pandillerismo, alcoholismo y drogadiccion entre los jovenes. Es una zona
semiurbana, Cuenta con los servicios de luz, teléfono, alumbrado publico, calles pavimentadas, drenaje y agua. Pero
también tiene una pequefia colonia, més o menos de unos 300 habitantes, que no cuenta més que con los servicios
de luz y agua y eso no bien instalados. Los alumnos y alumnas que acuden a esta institucion provienen tanto de la
localidad, como de la colonia. Sus edades oscilan alrededor de los quince afios, aunque hay dos alumnas de 13 afios
que nacieron en el afio de 1988 —una en enero y otra en abril— y otras dos de 16 afios que nacieron en 1985

Los estudiantes provienen de un hogar humilde, integrado -en su mayoria— por 6 personas: papa, mama
y cuatro hijos; aunque también hay alumnos y alumnas que tienen 1, 2, 3, 4 0 5 hermanos Asimismo hay tres hogares
donde la mama tiene la responsabilidad de ser madre y padre a la vez, porque es madre soltera, separada o viuda.
Ademas hay una alumna que no tiene nia su papa nia su mamay que vive con sus 3 hermanas menores, 2 primas,
1 primo, su tio y su tia.

En su mayoiia trabaja tanto la mama como el papa. Las ocupaciones de los padres y de las madres son
generalmente como empleados en fabricas, talleres de costura, albafiileria, electricistas, vigilantes en una escuela o
fabrica, campesinos o0 empleadas domésticas. La gran mayoria de las personas que trabajan no cuenta con los
servicios médicos ni prestaciones. Ademas, hay un padre de familia que no tiene un sueldo fijo porque su trabajo
consiste en cantar en los camiones. Los padres no tienen una profesion, la mayoria solo tiene los estudios de
primaria; el padre y la madre de una alumna no saben leer ni escribir; otro caso es el de la madre de una alumna,
que tampoco sabe leer ni escribir; otro mas es lamama —cuya edad es avanzada— de un alumno, que sélo estudio
hasta el segundo grado de primaria. Sélo un padre de familia tiene estudios de educacion secundaria; otro estudio
la secundaria abierta y ahora estudia la preparatoria abierta y se desempefia como profesor del taller de electricidad
y computacién dentro de la misma escuela a la que acude su hijo y los demés alumnos y alumnas en estudio.

1 Cabe mencionar que en este ciclo escolar yo gozaba de un afio de periodo sabatico.
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Algunos de los estudiantes trabajan: unos ayudan en la costura, otros tienen un horario especifico de trabajo;
tal es el caso de un alumno, que trabaja por las tardes y fines de semana en un taller donde hacen coladeras y, una
alumna que ayuda en una tienda.

Ademas de los problemas econdmicos, algunos hogares tienen problemas de desintegracion familiar, mala
comunicacién, infidelidad, maltrato fisico y psicoldgico, alcoholismo de uno o de los dos conyuges —tal es el caso
de una alumna— o de uno 0 més hijos asi como la falta de interés en las tareas escolares de sus hijos. Esto se refleja
en la irresponsabilidad de los padres para desempefiar de la mejor manera posible su rol de padres. Hay descuido y
desinterés por los hijos, o que se refleja en el aprovechamiento escolar de los educandos y en la falta de interés por
continuar con sus estudios y terminar una carrera.

Seleccion y aplicacidon de los instrumentos

El instrumento que empleamos para conocer el desarrollo cognoscitivo de ios estudiantes en algebra del
tercer grado de la Escuela Secundaria Oficial No. 710 “Miguel Hidalgo y Costilla" fue un cuestionario —instrumento
de la investigacion disefiado por mi 'y aplicado por el profesor titular, a los alumnos en estudio casi al final del ciclo
escolar— con ejercicios y problemas tomados del Libro para el maestro de matematicas con ios temas y los objetivos
de Algebra sefialados en ios Planes y programas de estudio de mateméticas, considerando las sugerencias dadas
en la Secuencia y organizacién de los contenidos, primera y segunda edicidn. Dichos exdmenes se encuentran en
la parte de anexos de este trabajo de investigacion donde el lector puede consultarlos.

Para jntegrar el cuestionario, realicé una revision exhaustiva de todos los problemas y ejercicios de algebra
sefialados en ei Libro para el maestro editado por ja SEP, resolviéndolos e identificando en cada uno su relacién con
la Secuencia y organizacion de los contenidos considerando el tema y el objetivo al que correspondian; los separé
por temas, identifiqué e hice grupos de los ejercicios y problemas similares, y entre cada grupo elegi algunos que —
a mi criterio— eran los mas completos y encerraban varias caracteristicas de todos los ejercicios y problemas
propuestos para cada temay que cumplian con los objetivos propuestos.

El cuestionario estuvo integrado por 23 items y los temas que involucraban fueron:

1) Plano cartesiano y funciones

2) Operaciones con expresiones algebraicas

3) Ecuaciones y sistemas de ecuaciones lineales

4) Productos notables y factorizacién

5) Ecuaciones de segundo grado o cuadraticas

Cabe mencionar que para el cuestionario se pidi6 a los alumnos —dentro de las instrucciones generales—

hicieran lo que se pedia, realizando todas las operaciones necesarias sin borrar nada. Para ello se dejo el espacio
suficiente en cada problema o ejercicio y se les dio la opcion de utilizar hojas






blancas, en caso necesario, para llevar a cabo todas las operaciones correspondientes. Todo eso con la finalidad de
conocer el procedimiento o camino que cada adolescente siguio para llegar al resultado. Desgraciadamente, algunos
alumnos no entregaron todas las hojas donde hicieron las operaciones, otros las borraron y otros mas las tacharon
0 encimaron.

Andlisis de las respuestas

Las respuestas dadas por los estudiantes me permitieron confrontar la teoria de Jean Piaget con los Planes
y Programas de Estudio de Matematicas con la realidad en el aula. Para guiar el analisis construi, en el capitulo 1,
el cuadro comparativo de las caracteristicas y actitudes del pensador concreto y el pensador formal. Asi como el
cuadro comparativo —del capitulo 2— con los temas de algebra que integran dichos planes y programas en cada
uno de los tres grados escolares de secundaria.

La confrontacion la hago por temas considerando los problemas y ejercicios que planteé en cada uno de
ellos en el cuestionario que se les aplico a los alumnos en estudio. Ademas sefialo el objetivo y los conocimientos
que deben desarrollarse en cada uno de los grados escolares de secundaria conforme a los planes y programas de
estudio. También hago referencia a los procedimientos que sigue el alumno para llegar a la solucién de cada uno de
los ejercicios y problemas planteados y finalmente lo confronto con la teoria de Jean Piaget.

Dicho analisis fue conformando de la siguiente manera: en un primer acercamiento elaboré un cuadro —
que esta al final del anélisis de cada ejercicio o problema— donde recaudo parte de la informacién que cada alumno
presentd, como por ejemplo si da respuesta a no a el planteamiento, si lo resolvi6 o no, si procede a su resolucién
aritméticamente o algebraicamente y en algunos casos sefialo lo que el alumno fue capaz de hacer y lo que no. La
numeracion de los ejercicios y problemas esta conforme al cuestionario que se les aplicé a los alumnos en estudio y
que se encuentra en la parte de anexos de este trabajo.

En un segundo momento del analisis escaneé algunas de las respuestas representativas de las soluciones
que dan los alumnos, en las cuales sefialo el procedimiento que cada uno sigui6 para dar solucion ha dicho problema
o ejercicio. El objetivo era ver si los estudiantes se movian en el plano concreto o en el campo de la formulacion.

Cabe mencionar que —a lo largo de esto capitulo— el orden de manera ascendente en el que presento las
respuestas que dieron los estudiantes, asi como los procedimientos que siguieron, obedece a periodos de estadios
cada vez mas completos y avanzados en el escolar. Es decir, a procesos cada vez mas superiores del pensamiento
que corresponden, a la vez, a un desarrollo de la inteligencia mas completo.

El anélisis tiene varios momentos, primero me enfoco a los diferentes tipos de respuestas, que dieron los
estudiantes, posteriormente se hace el analisis por cada ejercicio o problema y finalmente por tema. También
presento tres tablas comparativas: una de la resolucidn de los ejercicios, otra de la resolucion de problemas, y una
mas de la resolucion de los ejercicios y problemas que cada alumno fue capaz de resolver.

En dicha investigacion elegimos 2 ejercicios y 2 problemas para hacer un anélisis mas detallado para
mostrar mas a fondo al lector las diferencias que existen entre una repuesta y otra, conforme al grado de pensamiento
en que se encuentra cada uno de los estudiantes.

Plano cartesiano y funciones

El tema del plano cartesiano se introduce desde el primer grado de secundaria, por medio de la
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representacién gréfica de los datos de una tabla y las graficas de variacién proporcional entre dos cantidades. La
finalidad es que los alumnos empiecen a familiarizarse con las funciones.

En el segundo grado se localizan regiones y subconjuntos que satisfagan condiciones sencillas: semiplanos,
franjas, rectas y cuadrantes. Ya en el segundo y tercer grados los alumnos localizan en el plano cartesiano las
regiones y conjuntos de puntos que satisfacen algunas condiciones algebraicas dadas.

El propésito principal de los planes y programas de estudio de la Reforma de 1993 no es introducir los
procedimientos algebraicos para resolver desigualdades o sistemas de desigualdades lineales, sino enriquecer el
significado de las expresiones algebraicas mediante su representacién en el plano cartesiano.

Por ejemplo el Libro para el maestro de Matematicas de educacién secundaria en la pagina 179 sefiala lo
siguiente:

. .Si se pide al alumno que localice los puntos que satisfagan y-3x ~ 5, debe tener la oportunidad
de encontrar mentalmente algunos valores y desarrollar sus propios procedimientos, pues si desde el
principio se le ensefia a encontrar valores despejando una de las variables y asignando valores a la
otra, se pierde el objetivo pedagdgico de la actividad."

Uno de los objetivos de la Reforma del 93 hecha a los Planes y programas de estudio es que el alumno al
inicio del tercer grado sepa: 1) que un sistema de coordenadas es la representacion matemaética de la posicion de
puntos; 2) que las coordenadas cartesianas estan formadas por un par de rectas en una superficie plana, o plano,
que se cortan en angulo recto; 3) Que cada una de las rectas se denomina eje; 4) que el punto de interseccion de
los ejes se llama origen; y 5) que los ejes se dibujan habitualmente como la horizontal y la vertical, y normalmente
se les denomina xe y respectivamente.

Con dichos conocimientos los alumnos y las alumnas del tercer grado podran localizar las regiones y
conjuntos de puntos que satisfagan algunas condiciones algebraicas dadas, asi como rectas de las formas ax + by
= ¢y algunos casos sencillos de sistemas con dos desigualdades lineales.

En relacion a este tema del plano cartesiano y funciones se les planteé a los alumnos un problema y dos
ejercicios de tabulacion y graficacion de expresiones algebraicas para identificar si estos:

a) Han adquirido la nocién de funcién.

b) Son capaces de predecir el comportamiento de una funcion y de familias de funciones.
¢) Organizan los valores de x e y como pares de coordenadas.

d) Sefalan la grafica como el resultado de una funcion,

e) Presentan correctamente el plano cartesiano.

f) Comprenden las expresiones algebraicas que se les presentan.

g) Aplican correctamente dichos conocimientos en la resolucion de problemas.

Todo esto (junto con las demas situaciones problematicas que se les presentaron) nos ayudara a saber si
los alumnos cuentan con un pensamiento formal o se mueven aln en el campo de lo concreto, O bien siel estudiante
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ha alcanzado un pensamiento formal solo en ciertas esferas.

El primer problema que se les planted a los alumnos relacionado con el tema del plano cartesiano y
funciones fue el siguiente:2

Un agente de ventas recibe dos ofertas de empleo de una misma compafiia: un salario base
mensual de N$ 500 més un 8 % de comision sobre Jas ventas, o bien un 15 % de comisién
sobre las ventas, sin salario base: Escribe en cada caso una formula para indicar como
dependen los ingresos del agente de las ventas que realiza. Construye una tabla para
comparar ios ingresos posibles en cada caso; por ejemplo, ¢cuénto recibe en cada caso si
vende 1000, 2000, 3000,... pesos? ¢En qué casos le conviene aceptar una n otra oferta?

Cabe mencionar que la resolucion de este problema no es nada sencillo. Para resolverlo el individuo debera
tener ciertos conocimientos tales como el de variacién directa proporcional, funcion, proporcién, construccion de
tablas, incremento o detrimento de una cantidad, cantidades absolutas y relativa, y saber obtener el tanto por ciento
de una cantidad; Asi mismo para resolver dicho problema el sujeto debera tener ciertos elementos de un pensador
formal como lo son el utilizar un lenguaje simbdlico (literales y expresiones algebraicas), tener habilidad de
razonamiento y capacidad de abstraccion y formulacion,

Para identificar estos conocimientos y elementos se le pidio la construccidén de una tabla comparativa y la
elaboracion de una férmula algebraica que le sirviera para calcular cualquier cantidad de venta, ademas se le
sugirieron algunas cantidades y se le pusieron puntos suspensivos después de las mismas para que hiciera calculos
con otras cantidades no dadas.

2'Todos los ejercicios y problemas Rieron tomados del Libro para el maestro de Matematicas. Educacion
Secundaria. Editado por la SEP en el afio de 1995. En la parte de anexos de esta investigacion, se adjunta el
cuestionario que fue aplicado a los estudiantes y ahi se hace referencia de la patina de la que fueron tomados cada
uno de ellos.
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Algunas de las respuestas y procedimientos que dieron los alumnos son:

1. Una alumna no comprendidé el problema. Presenta al 500 como oferta, el 18
como salario, el 8 como ventas y el 2 como tablas. Ademds suma estas
cantidades dando como resultado 525. Presenta datos, operacién y resultado
de una manera mecdnica y errdnea.

0.s
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La estudiante sabe que tiene cantidades para operar con ellas, pero no esta conciente del procedimiento a seguir.
En este caso llevo a cabo una suma —la operacion basica méas sencilla y no otra operacion— con algunas de las
cantidades que se le dieron, todo ello de forma intuitiva, sin tener conciencia del procedimiento empleado
(caracteristica del pensador preoperatorio). No razond qué procedimiento podia seguir para obtener la respuesta que
satisfaciera dicho planteamiento. Ademas presenté como datos algunas palabras del problema, entre ellas "tablas”.

2. Otra alumna mas que no comprendidé el problema. No supo sacar el tanto por
ciento de una cantidad. Resta 8 o suma 15 a las cantidades que se le dieron.
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Esta alumna también opera de manera intuitiva con las cantidades dadas (suma y resta), sin tener conciencia del
procedimiento empleado y sin saber obtener el tanto por ciento de una cantidad. Pero a diferencia de la anterior,
ésta presenta una tabla y distingue datos importantes en el problema (salario base, algunas cantidades de venta, el
8% y 15 %). Algo més que podemos destacar de esta respuesta es que esta persona hace operaciones mentales
de sumay resta.

3. Una alumna obtuvo Unicamente el 8 por ciento de 500 y el 15 por ciento de
1000. Pero no entendidé el problema o se confundidé con dichas cantidades;
multiplica estos resultados (40 y 150) por las cantidades que se le dieron.
También multiplica 150 x 4000.

Opei oc "Vc.SoWcexA o

TTT Tt X000 150 X TIO0O Le. Gevitnc ed pie
> I000 ~ SOO000\ _300DOD

>ub do v zoco =
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Aqui cabe destacar dos aspectos importantes: el primero es que es la Unica estudiante que agrega una cantidad
mas de venta (4000), una cantidad que no se le dio, pero que calculd posiblemente como resultado de los tres puntos
suspensivos incluidos en el problema. El segundo es que, a diferencia de las respuestas anteriores, esta alumna —
al igual que los alumnos que dan las siguientes respuestas- distingue, que hay dos tipos de ofertas

4. Un alumno dos tablas ninguna otra
presentd las
siguientes —

anotacién.
10 0012000 (3000 .
e - €O 6000 395

busi3307001* 125, 25@375'

v

Aunque no sabemos como obtuvo el estudiante las cantidades de 66.66 y 125, vemos dos cosas interesantes, la
primera es que el escolar no ha desarrollado el concepto de proporcion, ya que no fue capaz de darse cuenta que
en la respuesta que dio, el 8 por ciento de una cantidad es mayor al 15 por ciento de la misma; pero por otro lado
vemos que existe un incremento constante en las cantidades de cada una de las tablas, es decir, el alumno sabe
que el 15% de 2000, es el doble del 15% de 1000, y el triple para 3000. Lo mismo sucede con las siguientes
respuestas.

5. Alguien obtuvo tanto el 8 como el 15 por ciento de las cantidades que se
le dieron, pero olvidd sumar el sueldo base, lo que le hizo dar una respuesta

errdnea.
COO --------- 4» A5
JODO — Wo C2i>
¢000 —= / —— tr ;300
06 4.00'0 — 670- A ZfD P 3COO
4]0 JEE— C

Oq LX"dcrxJo < 300

Esta persona calculd innecesariamente tanto el 8 como el 15 por ciento de 500, recordemos que ésta cantidad es
el sueldo base.

6. Una alumna logrd obtener el 8 por ciento de las cantidades que se le dieron
y lo sumbé a los 500 del sueldo base. Aunque hubo confusidén en la obtenciédn
del 15 por ciento, lo que la llevdé a dar una respuesta errdnea. Dicha
confusidén estuvo en la realizacién de las operaciones mds no en el
procedimiento. Por ejemplo: se equivocd al dividir 150000 entre 100; al
sumar 10000 més 2000; asi como al sumar 15000 més 3000. En toacas estas
operaciones, la falta de orden y atencidén a lo que estaba haciendo la llevd
a un resultado incorrecto. Por otro lado, esta respuesta deja al descubierto
que esta persona no a interiorizado que cuando

37



dividimos un multiplo de 10 mayor que quitar cien entre cien podemos al
dos ceros tanto al divisor como una dividendo y tener asi
operacidén mas sencilla. Por ejemplo:

s Sl pme 202
22 D% TAwo 21600 _
=80 L 100)2100 =1J21
2000 o oo
SO
i 10200
.Pro ci _,_,.;" L; :D ‘—4-5‘1""0 Lo
600000 ) oo
A
Lol = S "(f‘[”"";)o?j i'u-q U~ o
oo o it i) 105%0 -
jof e L okgp—
¢l " CT Correo-rxe 5 0G Jr, coN* NG 1272 oo
#s00 NOVS-Z. ’/*GO
70< \<r& B citcu

-A. C'i\~>00.'p *2.\tx5\v>="«‘A

Aqui la alumna no relacioné que el 15% de una cantidad es un poco mas del doble del 8% de la misma. No tiene o no
aplicd los conocimientos de razén y proporcién en la resolucion de este problema,

7. Hubo dos alumnas (E1 v y Kar) gque obtuvieron correctamente y mentalmente
tanto el 8 cémo el 15 por ciento de las cantidades que se les dieron. Ademdas
sumaron el sueldo base a los resultados que obtuvieron de calcular el 8 por
ciento de 1las cantidades dadas y lo compararon con el 15% de estas.
Desafortunadamente no calcularon més cantidades de venta méds que las que se
les dieron, esto les llevd a dar una respuesta .errbdbnea sin saber en que
casos le convenia al agente de ventas tomar una u otra oferta. Cabe mencionar
que en estos dos tipos de respuestas las colegialas presentan estructuras de
pensamiento més completas que los estudiantes anteriores.

Por otro lado, Elv en su respuesta habla de dos compafilias; recordemos que
eran dos propuestas de salario en una misma compafiia. Probablemente hubo
confusidén al final.

a) Estas son las operaciones que llevd a cabo Kar y la respuesta que dio:

acepiar una u oira oferta? CO0 l« vi 0 i>

-i 87. X000 -

If?y. (0ou Z “W- jyIv X000 z
3 007./boa» “ ;0
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Esta alumna, también sabe que el 8% de 2000, es el doble del 8% de 1000 y asi sucesivamente con el 3000 y con el

15% de las cantidades que se le dieron. Ademas calculd los tantos por cientos sin presentar operaciones, pero hace
el algoritmo al sumar el 8% de las ventas mas el sueldo base.

b) Elv por su parte hizo lo siguiente:

y"A» o Vae’A

te. eruy
1 CX Cia A oft Ac \<

15

Esta alumna presenta una tabla més ordenada que las anteriores que hemos visto. Ademas sefiala el 8 y 15 % de las
cantidades a la izquierda de éstas y obtiene dichos tantos por ciento en una columna a la derecha. También presenta
una columna més en donde escribe la suma del 8% de las cantidades con el sueldo base sin presentar el algoritmo
de la suma (a diferencia de la alumna anterior), es decir, hizo la operacién mentalmente. Cabe destacar que la alumna
tenia bien presente lo que iba a realizar en la tabla, de lo contrario hubiese sumado —erroneamente— los 500 del
sueldo base a todas las cantidades de la segunda columna. Por Gltimo, podemos decir que aqui la alumna hizo uso
del lenguaje simbdlico al presentar el simbolo % en la segunda columna como la representacion del tanto por ciento
que iba a obtener de dichas cantidades sin importar si era el 8 o el 15 por ciento.

Algunos procedimientos que pudieron seguir los estudiantes son:

1. Elaborando una tabla

v sb 8% v | sb+8%v 5%y Dife;;\s;zdss/l ésb + \sfb ~C 282%8: bdae;;/enta
1000 500 80 580 150 °430 - ZE)/+ ?Z:’/z dsueldo base més el 8% de v
b €lo/ de vV
2000 500 | 160 660 300 360 15% = el 15%dev
3000 | 500 | 240 | 740 | 450 290 Diferencia = (sb + 8% de v) - 15 % de v
4000 320 820 600 220
5000 400 900 750 150
6000 480 980 900 80 V 8% v [sb + 8% 15% vV
7000 560 1060 1050 10 6500 | 520 1020 975
8000 640 1140 1200 -60 7500 | 600 1100 1125
9000 720 1220 1350 -130
10000 800 1300 1500 -200 Nota: En la columna del sueldo base se
11000 880 1380 1650 170 dejaron sin llenar algunos recuadros para
12000 960 1460 1800 340 indicar que ios alumnos podian o no colocar
dicha cantidad.
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Tabulando algunas ventas por debajo o por encima de 7000 hasta encontrar una cantidad de venta en la que fuera
minima la diferencia de ias dos ofertas de sueldo.

Primer oferta Segunda oferta Igualando las dos ofertas
Vo=500 Vo=0 0.15n =500 +0.08n
Vi=500 +(0.08)(1) Vi=0.15x 1 0.15n - 0.08n = 500
V2 =500 +(0.08){2) V,=0.15x2 0.07n =500
V3 =500 +(0.08)(3) V3 0.15x3 n= i@% .
V- 500 + (0.08)(n Von=0.15xn s :
Vy= 500 +(0.08:1( ) V,=0.15n .=7142.85
Respuesta:
v sb | 8%v |so+8%v-| o |Diferencia del (sb +
3%V)~15%v

6500 500 | 520 1020 975 430

7500 500 | 600 1100 1125 -360

7800 500 | 624 1124 1170 -46

7100 500 | 568 1068 1065 -3

7150 500 | 572 1072 1072.5 -0.5

2. Buscando la formula
Le conviene la primer oferta (sueldo base de $ 500 + el 8% de comisidn sobre las ventas) si las ventas del mes son

regularmente menores o jguales a $ 7142. Pero si las ventas mensuales son regularmente de mas de § 7143, le
conviene la segunda oferta (15 % de comision sobre las ventas).

Las formulas son: V, =500 +0.08n,V,=0.15nyn =

La resolucion de este problema por parte de los alumnos, nos permitié ver que éstos no comprendieron el
problema en su totalidad. Ninguno dio respuesta satisfactoria al planteamiento. Aunque es importante no perder de
vista que no era un problema sencillo.

Once de veinticinco alumnos —lo que equivale a un 44 % del total— dejaron sin contestar el problema.
Muchos no supieron obtener el tanto por ciento de una cantidad, lo que nos muestra la falta de este conocimiento en
la mayoria de los estudiantes. Otros no sumaron el sueldo base al 8% de cada una de las cantidades de venta. Nadie
obtuvo la formula que se les pidié para indicar como dependen los ingresos del agente de ventas de las ventas que
lleva a cabo, situacion que nos indica que el alumno no sabe resolver problemas algebraicamente y que ain no se
mueve en el campo de la formulacion.

Tampoco calcularon otras cantidades no dadas, que les permitiera contestar correctamente en que casos le
convenia a éste tomar una u otra oferta de trabajo. Es decir, todos los alumnos, a excepciéon de uno, calcularon
Unicamente las cantidades que se le dieron: 1000, 2000 y 3000 a pesar de los tres puntos suspensivos que aparecen
en el problema, dificultando el dar respuesta a la problemética planteada: "ver en qué casos le conviene al agente de
ventas aceptar una u otra oferta”.

En lo referente a la construccion de la tabla la mayoria no la construyé. Algunos ia presentaron pero no en
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forma de funcion, sino que lo hacen con datos totalmente erréneos o bien presentando unicamente el 8 y 15 por ciento
de las cantidades que se les dieron en dicho problema. Talvez si la hubiesen construido los alumnos se hubiesen
percatado de que tipo de variacion habia de una cantidad a otra.

Por otra parte los alumnos no hicieron uso de un lenguaje simbolico que es el inicio del &lgebra y de las
operaciones formales.

El anélisis de las respuestas que dieron los alumnos a este problema, nos permite ver que el pensamiento
de estos estudiantes es lineal y concreto, ya que aunque se les pidid la elaboracién de una formula para indicar como
dependen los ingresos del agente de ventas de las ventas que éste lleva a cabo, no la dieron. No utilizaron supuestos
que los llevaran poco a poco a la obtencion de una formula algebraica. Asi pues, esto nos da los elementos suficientes
para decir que los alumnos estan dentro de las operaciones concretas. Pero lo que es muy importante sefialar es que
en estos diferentes tipos de respuestas, vemos como unos estudiantes tienen estructuras cognitivas més avanzadas
que ofros. Lo que nos permite decir que hay subestadios dentro de los estadios que sefiala Piaget. Es decir, algunos
estudiantes estan en elinicio de dichas operaciones, otros ya han avanzado mas y tienen consolidados méas elementos
de dichas operaciones que poco a poco les permitiran acceder a las operaciones formales.

Cabe mencionar que en el anélisis de cada ejercicio y problema de este trabajo de investigacion, tratamos
de que elorden en que se presentan las respuestas que dieron los estudiantes sea conforme a desarrollos de estadios
cada vez mas avanzados en el escolar. Por ejemplo, en la resolucion de este problema, en la respuesta 7 vemos que
estas dos ultimas maneras de resolver el problema son mas completas y obedecen a un desarrollo cognitivo mas
avanzado en los estudiantes que la respuestas anteriores que dieron sus demas compafieros.
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Problema 1) Un agente de ventas recibe dos ofertas de empleo de una misma compafiia: un salario base mensual de N$ 500 mas un 8 % de comisién sobre las ventas, o bien un 15 %
de comisién sobre las ventas, sin salario base. Escribe en cada caso una férmula para indicar como dependen los ingresos del agente de las ventas que realiza. Construye una tabla
para comparar los ingresos posibles en cada caso; por ejemplo, ¢.cuanto recibe en cada caso si vende 1000, 2000, 3000,... pesos? ¢En qué casos le conviene aceptar una u otra oferta?

Nombre del| Llqid jirr"
alumno idilio confui )
Construyot la tabla Dij e Fue capaz de: Nn fue capaz de; Observaciones
for- tnJal
Liz no no no Obtener el 8 % de las Logro obtener el 8 % de las cantidades que se le dieron y,
cantidades que se le dieron 'y | Obtener el % de otra(s) cantidad(es) que |lo sumé a los 500 del sueldo base. Aunque hubo confusién
lo .sumir a los 500 del sueldo | no se le dieron. De relacionar qué si el |en la obtencion del 15 %, lo que la llevé a dar una
base 8% de 1000 eran 80, de 2000 seria el |respuesta errénea.
doble (160), de 3000 el triple (240)

Ala - - - - - -

Cri no |Intent construirla con datos no | Obtuvo el 8 % de 500 y el 15 [Sumar el sueldo a el 8% de las cantidades|Obtuvo tanto el 8 % de 500 como el 15 % de 1000, pero
erroneos y sin forma de una % de 1000 que se le dieron no entendié el problema. Multiplica estos resultados (40
funcion (sin nombrar x (y y) y 150) por las cantidades que se le dieron. También

multiplica 150 x 4000

Mar - - - - - -

No comprendi6 el problema y no supo sacar el % de una

Sam o Present6 dos tgblas totalmente o i Obtener el % cgntidad. Res_ta 8 o suma 15 a las cantidades que se le

erréneas dieron. Por ejemplo: 1000 -8 = 002, 1000 +m 15 = 1015,
y al final suma 092 + 1015 = 2007
Sel no Present6 una tabla ti f limente  |no Obtener el % No comprendi6 el problema y no supo sacar el % de una
erronea ) cantidad. Presenta como el 15% de las cantidades que se
le dieron 66.61, 133.31 y 200
No comprendié el problema y no supo sacar el % de una
Rol na Present6 dos tablas totalmente o i Obtener el % y de darse cuenta que dio |cantidad. Present6 el 66.66, 133 y 200 como 15% de las
erroneas resultados errdneos. En su respuesta el (cantidades que se le dieron Y 125, 250 y 375 como el 8%
8% de una cantidad es mayor al 15 % |?

Ber - - - - - -

Moi - - - - -

Sha - - - - - -

Jor nn no no

No supo sacar el % de una cantidad. Al parecer multiplicd
los datos que se le dieron por 0.4 obteniendo como
resultados 400, 800 y 1200 respectivamente.

Ime - - - - - -

Ada - - - - - -

® Los resultados que presenta tanto Sel como Rol, me hace pensar que se copiaron.
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Elv no Si pero no en forma de funcion j | no | Obtener el % que se le pidid Supo sacar tanto el 8 cémo el 15 por ciento de las
sino, s6lo presentando el 8 y el 15 cantidades que se le dieran. En el primer caso sumo el
por ciento de las cantidades que se sueldo base. Al final hubo confusién o no logré entender,

le dieron que las dos propuestas de sueldo eran en la misma
compaiia y no en dos distintas. Su respuesta fue “le
conviene aceptar en la compafiia donde le dan un salario
base mensual de $500”

Agu - - - - - Solamente escribe: En los egresas de ventas

No comprendi6 el problema, presenté al 500 como oferta,
el 18 como salario, el 8 como ventas y el 2 como tablas.

Pat no ) ) ) ) Suma estas cantidades dando como resultado 525

Rey no

Traté de obtener tanto el 8 coma el 1 5 por ciento de 500
sin hacerlo correctamente. Pues multiplicé al 500 por 15
y par 8, pero a la hora de dividirlo entre 100 se equivoco
en el resultado. Y solo da coma resultado: "en la de 8%”

Jav no - - - Sélo escribe 3000, sin ninguna explicacion

Vic - - - - — -

Har ) Unicamente escribe algunos de los datos que se le dieron:

) ) ) ) 500 + 8% + 15% y 1 000, 2000, 3000

San - - - - -

No, aunque presentd los datos y

Yes no las operaciones de forma no Obtener el % Supo sacar el % de una cantidad, pero olvidé sumar el

ordenada. sueldo base lo que le hizo dar una respuesta errénea.

Kar no No, aunque presenté los datosy | no Escribir la formula y construir la- tabla en|Resolvié "correctamente el problema” pero unicamente]
las operaciones de forra ordenada. Obtuvo bienel 8 yel ! 5% de forma de funcién con las cantidades que se le dan. No fue capaz de ir mas

las cantidades que se le dieron. alla y contestar ¢ f/j qué casos le conviene aceptar tina u
Sumo el sueldo base en las otra oferta?
cantidades que asi lo pedian
Gui - - - - - -
Emi - — - - - -
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Por otro lado se les pidi6 a los alumnos que completaran la siguiente tabla y la representaran en el plano

cartesiano. El objetivo era saber si entendia la expresion algebraica y = x + 2, la sustitucidn, ver las operaciones
que efectuaba y el resultado al que llegaba;- si formaba parejas ordenadas y por Ultimo ver si graficaban la funcion.

Completa la siguiente tabla y represéntala en el plano cartesiano:

X y-x + 2

w I

Algunas de las respuestas que dieron los alumnos son:

En la siguiente respuesta la estudiante coloca un numero 6 en la primera
columna. En la segunda columna deja intactas a las variables y y a la x
en la funcidén, es decir no sustituye los valores que se le dieron para x
, para encontrar los valores de y . Ma&s si en cambio, sustituye al 2 (valor
constante y que no deberla de haber cambiado) por dichos numeros: 1, 2, 3
y 5 de la primer columna. Sin dar los valores de y . En lo referente a la
grafica localiza las siguientes coordenadas: (1,1), (2,2),
(3,(3) (4,4) , (5,5) y (6, 6)

-]
q
e
L
X y=x+12 . ~§
— o
I{
Ll oweedl 3
L2
2 s O N L
3 "[l;a:i;t||l-lv‘r‘x
— "—-éﬁ"“ e B L * 3«56 ¥ g
- 2
d b ﬁLY*‘S -3
L -y
-5
=6
1
t-R
L4

Nota: Las flechas y las llaves no las colocaron los estudiantes, estas tienen como finalidad resaltar, en este analisis,
aspectos importantes de las respuestas que dieron los alumnos.
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2. Alguien mas no comprendidé que el valor de y estaba dado en funcidén del

valor de x y que tenia que sustituir el valor de xen la funcién y = x +

2.
x | yex+2 -~ -l-p
B EVETE S I Seo o o
i VPR, Floy !
_ 3 lycles a <l 1 | f
Y W5 N R
, . Y
; |l 2 LV 1y 4 os
Yo g [‘-F-f_"—‘—T—rL-—-L—‘—L—-u“ T T i

L3 V946 P-2

-~ ¥

b . f

En este caso vemos que el alumno no comprendi6 la expresion algebraica - x + 2. Cambio el valor de “2” que era un
valor constante en lugar de considerar los valores que se le habia dado para x (variable independiente). En lo que
respecta a la grafica, notamos que no elaboré una grafica correcta y vemos ademas, como se apoya en lineas
punteadas para localizar las coordenadas. Situacion que nos indica que el escolar necesita apoyarse de situaciones

concretas y que no comprende el lenguaje algebraico,

3. Hubo quien no comprendié la expresidn algebraica. Dio el valor de x como
la continuacién de un numero y no como el valor de xen una funcién dada.
No nombrdé los ejes e invirtidé el orden de los numeros en el plano
cartesiano. Es decir, después del origen de dicha tabla escribidé 1los
nimeros de mayor a menor, en lugar de comenzar con el numero uno.

a
i
x v=x+2 A
; A
3 )
— -4 _ il .1..2,.‘3;*;“ o4 > 2 2
5
- -
x
2

- 1
Esto nos demuestra falta de conocimiento tanto del manejo del lenguaje algebraico como del plano cartesiano.
Posiblemente el alumno coloco el numero cuatro de la primer columna como una sucesion de nimeros y no se dio
cuenta de la relacion que habia entre ese cuatro que coloco y el seis de la columna de al lado, ya que de ser asi, no
se le hubiese dificultado hallar los nimeros faltantes de la otra columna.

45



4, Alguien més dio el 4 de la primer columna y los numeros 3, 4, 5 y 7 de la
segunda columna, talvez como una sucesién de nuimeros pero sin considerar

el valor de x.

«
’
-
14—~
s & 7

En esta respuesta vemos que el 2 permanece constante y que el alumno sabe que esa x esta representada por un
numero, pero no lo relaciona con la primer columnay da dichos nimeros como una sucesion de numeros, También
podemos observar que, aunque el plano cartesiano aun no esta correcto, el sujeto ya no se apoyo de lineas
punteadas para localizar las coordenadas.

Por ofro lado, hasta aqui, en este tipo de respuestas que dieron los alumnos, nos percatamos que éstos no
entendieron la expresion algebraica » = x + 2, por lo que podemos decir que no estan bien familiarizados con el
lenguaje algebraico, lo cual significa un problema muy grande, si consideramos que este es el inicio del algebra y
por consiguiente de las operaciones formales.

5. En el siguiente caso, permanece constante el 2, y el alumno sustituye los
valores de x en la funcién dada pero no efectta la suma para obtener, de
esa manera, los valores de y. Veamos como suma 2 al 6 que se le habla dado
en la segunda columna de la tabla, Con referente al plano cartesiano 1lo
hace de manera incorrecta como la estudiante que di o la primer respuesta
que presentamos en este ejercicio.

4
X y=x+2 :’_‘:
! 1 a-812 T
P lu=2ty iy
3 | !’ - Z} 2 b v . .
‘) 0 -_6 A2 / ‘I-;’-i SRR T _#’ ?.?.‘f’t?_ﬂ
. ;_...i%_‘:J. }:2_ ? e
2]
33
v
-7
s
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6. Alguien sustituye los valores de x en la funcidédn y obtiene los valores de
y . También escribe los pares de coordenadas y finalmente los localiza en

el plano cartesiano.

a1 x
_|
!
N
!
w
c:
*
.i[
==
LR A V.0 Wi

[ SR EVIN
-5
-fe
-1

LY M H g

En este caso la estudiante necesitd tener presente los pasos que iba dando para obtener lo que se le estaba pidiendo.
Es decir, no operé mentalmente, ni hizo la abstraccion del par de coordenadas que iba a localizaren el plano
cartesiano, sino que las escribio.

7. .En el siguiente caso la alumna sustituye los valores de x , pero sin

colocar ¥ y , sb6lo deja la suma indicada y escribe enfrente los valores
de y como producto de la suma. Ademads sabe que los valores de x y los
valores de y , forman las coordenadas gque debe localizar en el piado

cartesiano.

X y=x+2 v g
I gy 2 3 W
2 N i
~3 ]l =2 0> ¢
ujﬁum. e £ 5
. % 4 .
._."r._—_l,_ 7 ':‘-
1

V2 A M5 6T malo & x

En esta resolucidn del ejercicio podemos destacar que la escolar presenta un solo cuadrante del plano cartesiano
(+, 4), que es ala vez el Unico que se requiere para localizar dichas coordenadas.

Nota: De aqui en adelante, en las respuestas que se presentan, los estudiantes ya no indican la sustitucion
del valor de x en la funcién, ni indican la suma del valor de x + 2. Hacen el procedimiento mentalmente. Dan
correctamente los valores de y y el valor faltan te de x.
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En este primer ejemplo 1la alumna invirtié 1la localizacidén de las
coordenadas, ademéds de que se apoya de lineas punteadas y Unicamente coloca
numeros positivos en los cuatro cuadrantes del plano cartesiano.

e 3
N .
* yvax+2 34 .
- .
_.,1__.-_3__,_ LI . ,
2 . vl
[ O ‘ . -
)
3 % . A e e S iy
k{_ 6 7“’“"‘;»'1”5““‘
e T
1
4
s 4
1
i 8

En el siguiente caso en lo referente a la grafica el alumno coloca
Unicamente numeros negativos en el eje x y positivos en el eje y. Adejnés,
,al localizar las coordenadas en el plano cartesiano confunde los ejes.
Tampoco considera el signo menos que colocd a los nUmeros del eje x

X y=x+2 P -
T 1 .
2 ’
——— _wﬁggﬁ_-_ Ma
3 [y 2
..__','{_ _,_,____6 RS B "f—j'b'/'g-f -1’-_1 i e AL AT S A
8 3 2
3
y
1
¢
re
g

En estas dos respuestas vemos que los estudiantes comprendieron la expresion algebraica y = x + 2 yla
relacién que habia en las dos columnas dadas, pero la falta de un conocimiento fijo de la elaboraciéon de un plano

cartesiano, les hizo presentar un plano incorrecto.

10.

En el siguiente caso el alumno también da los valores de y (segunda columna
de la tabla). En lo referente al plano cartesiano vemos que aun se apoya
de lineas punteadas para localizar las coordenadas. Algo interesante es
que el estudiante dibuja los 4 cuadrantes del plano cartesiano, pero talvez
al percatarse que los pares de coordenadas que va a localizar son
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11.

numeros positivos,

b y=x+2
S T I W
2 a4
J 3
by | 6
5 1

los ejes.

e R MRR
v L
.

1
v
[ N

- L

r

y que no va a ocupar los otros dos cuadrantes decide
no colocar numeros negativos a

Dos estudiantes tienen bien fundamentado el concepto de funcidén ya que
seflalan la grafica como el resultado de una funcién.

a)En el primer caso el alumno organizé los valores de Xe y como pares de

coordenadas. Aunque colocd los valores del eje x por encima de éste.

b)

y=xt2 A ]
== o
M 294
S |>, 5
- g “, ¢
5, 3

En el segundo caso ya no
las localiza en el plano

Chl T[] B ||
LA

“1 A3
el \jz."k
s
LY
5!
1
T. PR 2 A |
——— —— \ 11 Loy
R e IR e B N .
~2
-3
-
-
escribe cada par de
cartesiano.
B
<
LK 3 \(L
4 -t
w4 X
A.
24
L
prety- o -
3 M o £ 5 ;'_:'

coordenadas,

sbélo
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A continuacion se dan algunas posibles soluciones y maneras de resolucién del ejercicio:

Representandola
Completando la tabla con dos o Representandola en directamente
mas puntos el plano cartesiano en el plano cartesiano

con dos puntos

y=x+2 (X,y)

y=1%2=3 B | (13

y=2+2=4 |4 | (24)

K:):l‘t

y=3+2=5 |5 | (35)

y=4+2=6 6 (4,6)

y=5+2=7 |1 | (57)

Los valores paray son 3,4,5y7
respectivamente y paraxes 7.

Al hacer el analisis de las respuestas que dieron los alumnos y las alumnas al resolver este ejercicio nos

percatamos que:

a)
b)

c)

d)

f)

9)

Unicamente las dos terceras partes del grupo entienden ia expresion algebraica y = x + 2
Un poco mas de la mitad del grupo logré encontrar los valores tanto de “ y ” como de"x

Nueve alumnos contestaron mal el ejercicio, lo que equivale a un 36% de los alumnos en estudio. Ocho
adolescentes lo contestaron parcialmente correctamente (un 32%). Y otro tanto de los escolares lo contestaron
correctamente. Es decir, entendieron la expresion algebraica y = x + 2', encontraron los valores de y y el valor
de x. Ademas localizan correctamente los ejes x e yen las coordenadas y realizan la grafica de puntos. Aunque
algunos aun realizan el algoritmo de la suma y se apoyan de lineas punteadas para localizar un punto. Esto nos
deja al descubierto que los alumnos aun se apoyan de situaciones concretas.

Unicamente dos estudiantes representaron el plano cartesiano como el resultado de una funcién.

En los primeros cuatro tipos de respuestas que los estudiantes dieron a este ejercicio, vemos como éstos no
estan concientes del procedimiento a seguir y lo hacen de manera intuitiva.

Algo muy bueno es que la mayoria no lleva a cabo el algoritmo de la suma, lo cual nos indica que gran parte de
los estudiantes hace la operacién mentalmente. Es decir, maneja datos interiorizados.

En lo referente a representar la funcion en el plano cartesiano vemos, desafortunadamente que la grao mayoria
de los educandos no tienen bien fundamentado dicho conocimiento. La mayoria no presenta el plano cartesiano
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completo, ni correcto. No localizaron correctamente los ejes x € y 0 no los nombraron; invirtieron el orden de los
numeros 6 colocaron Unicamente numeros positivos; no localizaron correctamente las parejas de puntos en el
plano cartesiano; algunos se apoyaron de lineas punteadas para la localizacion de los pares de coordenadas; y
la gran mayoria no unié los puntos localizados en el plano cartesiano para representar la grafica, misma que no
identificaron como una funcién.
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Ejercicio 1)

Completa la siguiente tabla y represéntala en el plano

cartesiano...
Nombre | Eiileiidio la expresion |Realizo c! algorunw de la| Encontrd los [Encontrd el | [ gcalizg correctamente ios Realiz6 la grafica de Observaciones
del algebraica y = x + 2 suma valoresdey |valordex ejes.rey>enlas Se apoyo de lineas punteadas puntos
alumno coordenadas para localizar un punto
Liz si si sf si si no Si
Localiz0 las parejas de puntos en la gréfica,
Ala Si nu Si si Si pero no los escribi6 si no pero no sefiald la grafica.
Cri Coloco nimeros negad vos en los ejes de
no - no no si no Si pero con |coordenadas.
datos erréneos
Si pero no los escribi6
) ) . . . Coloc6 niimeros positivos y negativos sobre el
Mar Si nn si si Si si . . S .
eje de x y sobre el eje y del lado izquierdo colocd
nimeros positivos y del derecho negativos.
Sam si no si si No yno los escribié Si, pero los borrd nn Confundid el eje x con el eje y. Ademas colocd
incorrectamente puros nimeros negativos en el
ejex y positivos en el ejey
Nombré x al eje y (este ultimo no lo nombro).
. . . Localizo los puntos después de varios intentos,
Sel si no si si no no no P . -
pero colocd nimeros negativos en el ejex |
positivos en el eje y.
Rol si no si si no si Realiz6 correctamente el ejercicio pero no
Si pero no los escribi6 nombrd los ejes porx 'y y
Sipero sélo i . ) .
Ber no no como una no no No comprendi6 la expresion algebraica. Dio e!
B sucesion de ) valor de x pero s6lo como continuacion de un
”C“g“:?in? nimero y no como una relacién. No nombro los
funcién. ejes e invirtio ios nimeros en el plano cartesiano
(después del origen escribié el nimero mayor,
en lugar del 1)
Si, aunque hubo [S6lo indica la sumajLos representa Supo localizar las coordenadas en el plano
Mni confusién con el |pero no lo realiza. [en iagréfica, no si si no cartesiano aungue se apoyo6 de lineas punteadas.
6 que se le dio. pero no fus da En cuanto a la comprension de la expresion
en la tabla . .
algebraica, lo confundio el valor de y (6) que se
ie din; no logr6 entender que ese 6 era igual a x
+2
Sha si no si si no nn Si pero invirtio |Invirtié los ejesx e y y como consecuencia la
losejes x ey |localizacion de coordenadas fue incorrecta.
No comprendid la expresion algebraica, no supo
Jor no Sélo lo indica pero no si si Si, pero los borré Si pero de | |dar los valores de y, sefialo el algoritmo de la
no In realiza. manera suma pero no la realizo,
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incorrecta dio una unidad de medida al cero en lugar de|
representarlo como el origen y escribié los
nameros del cuadrante (X, y) por encima del eje
X.
Si, s6lo que se Si pero de  |Dio correctamente los valores de y, a excepcién
. equivoc6 enun . , manera de uno, pero localiz6 otros pares de coordenadas
Ime si no dato Si No los nombré no . . s
incorrecta  |en el plano cartesiano distintos a los de la tabla
Ada si no st si si Si, pero las borro Si, incluso la
sefialé como y [Tiene bien fundamentado el concepto de
=x+2 funcion, organizo6 los valores de x ¢ y como
pares de coordenadas, sefial6 la grafica como el
resultado de una funcién. Realiz6 todo casi
correctamente s6lo que colocé los valores del
ejex por encima de éste.
Si pero no los nombro
Eiv sf sf si si no si Tiene bien fundamentado el concepto de
funcion. Organizo los valores de x e y como
pares de coordenadas, aunque le falté nombrar x
oy a los ejes del plano cartesiano.
Lo indicd con datos Si pero Cambi6 los datos de X, parece que sumod
erréneos Creesion e mentalmente 2 a los datos que se le dieron.
Agu no no nGmeros, no no no no
COMO una
funcion.
Sélo hizo una linea
Pat si no si si no sin '2‘;2':;2;:;29“”3 No tiene bien fundamentado el concepto del
No y no los nombrd plano cartesiano. Ademas invirtio los nimeros
en el plano cartesiano (después del origen
escribio el nimero mayor, en lugar del 1)
Intentd realizar la tabla pero cambid los datos de|
Rey no Lo indicé con datos no Si pero como ) ) i X. Parece que sumo mentalmente 2 a los datos
erréneos una sucesion de que se le dieron y posteriormente los presentd
ndmeros, no como datos de x y efectud la expresion
una funcién. algebraica y ~ x + 2
No complet6 la tabla. Realizé 3 gréficas en un
Jav PR s6lo plano cartesiano, pero ninguna corresponde
- - - - no no Reallz0 3 graficas en con la funcion que se le dio
un sélo plano :
cartesiano, pero
ninguna es correcta
Cambi6 los ejes (por lo que la localizacion de
Vic si no si Si No y no los nombrd si Si pero con |los pares de coordenadas no fueron las
datos erréneos |correctas) y no los nombré x o y.
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Sipero coino No entiende la expresion algebraica y = x + 2.
Har no no MO |ge nimeros. no| NO: COlOCA* €Y COMO sf no No tiene clara la nocién de funcion ni la de
comouna | unidades (nimeros) plano cartesiano. Colocé los nimeros del eje
funcion. sobre el eje x ala derechay los nimeros positivos del eje* por
encima de éste.
Si pero no los nombra Sipero no localizé |Cambid los ejes ,r e y lo que le llevd hacer unal
San si no si si no Co:zgz?neargzslas localizacién incorrecta de los pares de
coordenadas.
No completo la tabla. En el plano cartesiano no
Yes no no nomhrd _v y/6 y a los ejes e hizo la gréfica con
. ) ) ’ Si pero con |otras coordenadas: (1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5)
datos erréneos |y (6,6), lo que nos indica que no comprendio 13
funcion.
Si pero no los nombra Si inclusola |Sefial6 la grafica como el resultado de unal
Kar sf no sf sf no sefial6 como y = X|fyncign,
+2
’ No logré entender la expresion algebraica y = x|
Gui no no no ﬁéfesrﬂcig."gﬁ No, colocs* ey a si no +2.En el plano cartesiano colocé x ey al inicio
de nameros. no| . o o y final de cada uno de los ejes.
comouna | iNicio y final de cada
funcion. uno de los ejes
o No tenia bien fundamentado el conocimiento
Emi si no Se iqn“‘l,‘;‘l’g‘r’ en si no no no del plano cartesiano. Colocd correctamente los
ndmeros.
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Con respecto a las funciones y sus graficas, el plan y programa de matematicas junto con el libro para el
maestro de esta misma asignatura, recomienda que las actividades en ciase deben "escogerse de manera que los
alumnos puedan darse cuenta del poder y la utilidad de las funciones para describir y modelar fenémenos del mundo
real, de la fisica, de la geometria, la economia y otros contextos; para ello es necesario que en clase se propongan
actividades y problemas que conduzcan a los alumnos a elaborar tablas y gréficas a partir de la expresion algebraica
de una funcidn y, en casos sencillos, a buscar la expresion algebraica que corresponde a una tabla o una grafica.
De esta manera los educandos se acostumbraran y comprenderan mejor la utilidad de las diversas formas de
presentar una funcién," (Cfr. SEP, 1995. pp. 179-182)

Con la Reforma de 1993 los planes y programas de estudio sefialan que tanto en primer como en segundo
grado no es recomendable precisar el significado del término funcion,

"es preferible esperar hasta tercer grado o el bachillerato, cuando se hayan visto los suficientes
ejemplos que les permitan comprender las funciones como una relacion entre dos cantidades, o como
la expresién de una cantidad en términos de ofra," (SEP, 1995. p. 179)

A diferencia de las ecuaciones, donde lo importante es encontrar su solucidn (o soluciones), en las
funciones se trata de estudiar su comportamiento, ya sea a través de una tabla de valores o de su grafica.

El estudio del comportamiento de una funcién se enriquece si al tabular se agregan columnas adicionales
para registrar como se incrementan o disminuyen los valores de las variables. La observacion de dicha columna
permitira en muchos casos simplificar la elaboracion de la tabla y desarrollar criterios para pasar de una tabla o una
grafica a la expresion algebraica de funcion. De ahi la importancia de que al estudiar las funciones lineales los

alumnos relacionen lo que observan en la columna de incrementos o defrimentos con el aspecto de las gréficas que
se obtienen.

Detras de muchas de las aplicaciones importantes de las funciones subyace la idea de variacién, es decir,
la idea de una cantidad que varia al cambiar los valores de otra. (Cfr. SEP, 1995. pp, 182-183)

El problema que se pidié a los alumnos resolveres:

Bosqueja en un mismo sistema de ejes coordenados las gréficas de las funciones: y--3x, y - -2x, y

=X YEXY=2X Y- 3X

El objetivo era ver si éstos:

a) asignaron valores a la variable independiente,
b) sustituyeron los valores de x en la funcién,

c¢) obtuvieron los valores de y (la variable dependiente),

d) localizaron correctamente cada pareja de valores en el plano cartesiano,
e) bosquejaron la grafica de la funcidn mediante la union de los puntos, y por ultimo

f) sifueron capaces de observar el comportamiento de una grafica y de familias de gréficas, g) bosquejaban

55




correctamente las gréficas,

h) comprendieron que se trata de funciones lineales independientes,

Al resolver este ejercicio, los alumnos cometieron los mismos errores del ejercicio anterior en relacion con

la tabulacién y graficacién defunciones, ademas*:

Hubo gquien uUnicamente hizo la grédfica de una pardbola. No presentd ninguna
tabla que le permitiera ver los valores de x e y como pares de coordenadas.
Tampoco nombrdé meya los ejes. No comprendid que se trataba de ecuaciones
lineales independientes. Al parecer desconoce que la grafica de una ecuacidn
lineal es una recta y que una pardbola es la representacidn grafica de una
ecuacidén de segundo grado.

®
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A ]
—40}

Otro alumnos efectud la funcidén y - 2x, pero escribe en su lugar y = x +:7?
presentidndola como suma y resta y no como un producto de 2 por x , en ddénde
el valor de y depende del valor que se le de a x. En su lugar sbélo escribe:
-3-3 = -6, 2 + 2 = 4, etc. Localizbé las parejas de coordenadas que obtuvo,
en el plano cartesiano

4 En la parte de anexos de este trabajo de investigacion se dan algunas posibles soluciones y maneras de resolver el
ejercicio que los alumnos pudieron haber seguido.
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3.

apoyandose de lineas punteadas. Sin nombrar x ey a los ejes. Ni
escribir ntmeros a la grafica.

.Alguien colocd numeros antes de la y en las funciones que se le dieron y con

esto formd6, de manera incorrecta, pares de

coordenadas y localizd incorrectamente algunas de estas en el plano cartesiano.

Nombra correctamente los ejes, pero coloca uUnicamente numeros negativos en x

y positivos en y , partiendo del origen a los extremos. Finalmente une todos
los puntos formando una figura no cerrada.
ecuaciones lineales independientes.
lineal es una recta.

No comprendié que se trata'a de
No supo que la grafica do una ecuacidn

§
4, Una alumna realizd casi todo correctamente.

valores de x hasj...

Sustituyd correctamente los
B, -btener los valores de y , pero en la funcidén y=-x

se equivocd al localizar la pareja de puntos en el plano cartesiano

presentando una recta sobre el eje X.No dio valores negativos a la variable
independiente, ni
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prolongd las rectas en la grafica por lo gque no sabemos si se dio cuenta o
sabia que todas las gréaficas pasaban por el origen.

i a3 Y TR
WjSTE Ly ¢~ "R \T ‘_i_vlgf ______ — ]
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Sélo una alumna resolvid el ejercicio correctamente. Da valores a la x, lo
sustituye en cada funcién,, obtiene los pares de coordenadas, los localiza
en el plano cartesiano, elabora las graficas y las representa como una
funcién.

X

-Al) /j
i V-dG1-3  g-s Y M-A y Xl
2 t01,-t 2 il 2 v
0 0 0 0G) 0 o°
~2 VIH) i d, 3 X 2 X2
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A 'j v
J A
X Ap/ X ) 0 0/
Vi Z 211} H XM
0 M'dos 90 Xy Xy
"2 v-zif) 7 J 2,6
X 0 "ho 0 OO0
Y* g
| Ad2.-2 "Z 1 ~(0 -1/-6
0 ,oi\0 oo
"YoyIKA)i -2, 1

Si bien no esta expresado de manera explicita, en los planes y programas de estudio de Matematicas de
la Reforma de 1993 dan por hecho que el alumno esta en el estadio de las operaciones formales y por lo tanto éste
es capaz de moverse en el campo de la formulacién y de manejar situaciones abstractas. Esto lo podemos constatar
con el siguiente parrafo:

"..en las aplicaciones modernas de las matematicas se utilizan con frecuencia funciones rectirsivas, es decir,
funciones cuyo valor depende de valores anteriores" donde se maestra claramente como "es posible pasar con
facilidad de una formula de recurrencia a una formula cerrada, es decir, una formula que sirve para calcular el
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valor de la funcién a partir sélo del valor de n, sin necesidad de conocer o calcular previamente los valores
anteriores”. (Cfr. SEP, 1995, pp. 152-153 y 186-187)

El analisis de los ejercicios anteriores revela que ademas de que los alumnos no se encuentran aln dentro de
las operaciones formales, también carecen de conocimientos fundamentales para poder operar con funciones y su
aplicacion en problemas como lo son la comprension de expresiones algebraicas y la localizacién de una pareja de
puntos en el plano cartesiano.

Tampoco se observa el desarrollo de un pensamiento flexible que sea aplicable a todas las situaciones
problematicas que se les presenten.

Los errores revelan las dificultades que tienen los escolares para visualizar €! comportamiento de la grafica de
una funcion y relacionarlo con su férmula. Cuando esto ocurre, las graficas pierden su valor intuitivo. Para ello es
recomendable disefiar ejercicios y problemas que rompan con los automatismos que acompafian el bosquejo de la
gréfica de una funcién y conduzcan a los estudiantes a interrogarse sobre sus rasgos principales y aspecto global, y
sobre la forma como esto depende de la expresion algebraica de la funcion. Asi, poco a poco los alumnos estaran
acostumbrados a las funciones y sus graficas de funciones matematicas abstractas como son, las funciones lineales y
cuadraticas y = ax + b e y = ax? +bx + ¢y algunos casos sencillos de funciones racionales de la forma?®:

a

bx-c

sin intentar avanzar mucho més alla de observar el comportamiento de la grafica de:

y =™ alrededorde x=0

° (Cfr. SEP, 1995; pp. 176-188)
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Ejercicio Il)

y=2Xy = 3 x

Bosqueja en un mismo sistema de ejes coordenados las gréaficas de las funciones:y=-3x, y=-2x, y = -

Nombre del
alumno

Bosquejo
correctamente
las gréficas

Comprendi6
qué se trata de
funciones
lineales inde-
pendientes

Qué valores
asignd a la
variable
independiente

Sustituyo los
valores dex en la
funcion

Obtuvo los
valores de y fia
variable
dependiente)

Localiz6 cada
pareja de valores en
el plano cartesiano

Bosquejo la grafica de
la funcién mediante la
unién de los puntos
localizados

Relacion6 la grafica
con la expresién
algebraica de la

funcién

Observaciones

Liz

no

no

S6lo colocé debajo de cada funcién igualaciones|
(algunas no conectas: ~3=-3, -
2=2, -1=-1, 0=0, 1=2 y 2=3 y las localiz6 en el plano|
cartesiano como canrdenadas.

Ala

no

Unicamente dibujo un plano cartesiano sin nombrar
x ey a kis ejes.

no

no

S6lo presenta una grafica en el plano cartesiano con|
las coordenadas: (-3,-3), (-2.- 2), (-1,-1). (0,0), (1.1)
(2,2) y (3,3) y no indica de que funci6n se trata. Quiz4|
Unicamente baya hecho igualaciones.

Sé6lo dibujo un piano cartesiano sin nombrarx e y 4
los ejes y coloco los nimeros del cuadrante (xy) pny
encima del eje x y ala derecha del eje y

Sam

no

no

Present6 una parabola, no present6 tabla ni nombra|
x ey a los ejes. No comprendié que se trataba de
ecuaciones lineales independientes y que lagraficade
una ecuacion lineal es una recta.

Sel

no

no

Colocé numeros antes de la y en las funciones que se|
le diemn luego creyd localizar algunos de ellos en el
plano cartesiano. Nombré correctamente los ejes,
pero cnloco unicamente nimeros negativos en X Y
positivos en y, partiendo del origen a los extremos,
finalmente unié los puntos. No comprendié que se|
trataba de ecuaciones lineales independientes y que|
laografica de una ecuacion lineal es una recta.

Rol

no

S6lo presentd un plano cartesiano en el que nombra
x e y a los ejes y colocd los numeros del cuadrante
(x,y) aladerechadel eje y.

Ber

no

no

1 Posttivos y

Efectu6 sin darse cuenta la funcién y=2x, y creyo|
haber efectuado y = x+:? Presentindola como suma y|
resta y no como un producto de 2 por x, ejemplo: -3

3=-6,2-1-2 = 4. Ademas
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negativos

localiz6 las parejas de coordenadas en el plano
cartesiano sin escribir ,v e y a los ejes sin colocarle
numerns, apoyandose de lincas punteadas.

Sha

no

Dejo indicada la tabla. Dio a x los valores de 9, 6,7 y |
en la funcién y = 2x, ademas dejé indicada la
operacién 9-2- Esto nos indica que no entendié la
funcion, pues de ser asi, ficilmente se hubiese dado
cuenta que la operacion correcta era -2 x 9.

Jor

no

no

Presentd un plano cartesiano incorrecto, en donde los
ejes x e y estan cambiados. Ademas sus cuatro
cuadrantes presentan nimerns positivos a excepcién
de un sdlo valor.

hne

Solo presentd un plano cartesiano incompleto e
incorrecto. No nombré .rey a los ejes y dio
Unicamente valores positivos a Ins dos ejes.

Ada

Sia
excepcion
de una

si

Positivos

si

si

Realizd casi todo correctamente, pero no dio valores
negativos ala variable independiente ni prolongd las
rectas en la grafica. No sabemos si sabia o se dio
cuenta que todas las graficas pasaban por el origen.,
Con la funcién y=-x, supo sustituir tos valores en la|
funciéon hasta obtener los valores de y, pero se
equivoco al localizar la pareja de puntos en el plano
cartesiano presentando una recta sobre el eje x.

Eiv

si

Po fivos y
negativos

si

si

si

Todo lo realizé comee lamente.

Agu

no

no

Recscribié de manera vertical las funciones qoe se le
dieron; presenté un plann cartesiano incompleto e
incorrecto; no nombré x ey alos ejes y dio una unidad
de medida al cero en el cuadrante (-x,-y). Present
una grafica que no corresponde a ninguna de las
funciones dadas.

Pat

no

S6lo presentd un plano cartesiano incompleto e
incorrecto: no nombrd i ey a los ejes. Di6 unicamente
valores positivos e invirti6 los que corresponden al
cuadrante (-x,y). Es decir, los coloc6 de menor-a
mayor del extremo al origen. Colocé ademas dos
lineas perpendiculares.

Rey

So6lo situé el nimero uno encima de las x de las
funciones y =-xyv - x.

Jav

no

Presentd6 un plano cartesiano incompleto e
incorrecto: no nombr6 .rey a los ejes. Dibujo 2
graficas que no correspondian a ninguna de las|
funciones dadas.
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no

no

Positivos en
unay
negativos en
otra

no

no

Si, pero no todas
y de forma
incorrecta

no

Realiz6 des labias incorrectas representando !as
funciones y = -Jxy y = 2x. No sustituy?6 los valores que
dio a x en dichas funciones, sino que sumé una
unidad. También cambi6 los ejes x e y del piano
cartesiana. Localiz6 incorrectamente las parejas de|
puntos que obtuvo pero no los unié por medio de una
recta. Ademas present6 un valor de y coma -0

Har

no

no

no

Presenté6 un plana cartesiana incompleto e
incorrecto: cambio las ejes x e y, coloco los niimeros|
por encima del eje x y a la derecha del eje y. Uni6 con|
lineas punteadas y perpendiculares los nimeros 2 y|
3y3y-2

San

no

si

positivos

no

no

Si, pero
incorrecta

Si, incorrecta

Si, pero las
graficas son
incorrectas

Present6 como coordenadas (4, -64), (4, 64) y (6, -36)
en un plano cartesiano en el que cada espacio
representa 5 unidades hasta llegaral 70, sin nombrar
x 0y alos ejes.

Yes

no

Present6 Uinicamente un piano cartesiano en el que|
nombré incorrectamente las ejes. Ademas coloco los|
numeros negativos del eje x por encima de éste.

Kar

no

si

En algunos
positivos y en
otros negativos

no

No correcta-
mente

Si, pero no
corresponde a los
de las funciones
dadas

Si, pero no
corresponde a
los de las
funciones dadas

Si, pero no
corresponde a
los de las
funciones
dadas

A todas las funciones que se le dieran le sumé 1,
cambiandolas totalmente. No tiene atn la nocién de|
funcién. Dio valores ax pero no los sustituyé en la
funcion, ni tampoco desarroll correctamente cadal
una de las expresiones algebraicas.

no

no

Negativos, fiero

coloca el signo

menos de! 'ido
derecho del nimero

no

no

No correctamente

i Dio valores ax e y, pero sin tener ninguna | relacion|
entre si, ni con las funciones que se le i dieran; los
Incali/.6 incorrectamente en el plano cartesiano en €]
que a cada eje le asign6 los dos nombres: tanto x como
y.

Emi

no

no

Presentd6 un plana cartesiano incompleto e
incorrecto. Nombré x e y a ios ejes, pero invirtié la|
posicién de ios numeros (del extremo al origen|
(cuadrante -x, y) e imci6 de! i -6 progresivamente del|
origen a los extremos | (cuadrante x, -y).
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Operaciones con expresiones algebraicas

Si se quiere lograr un aprendizaje significativo del algebra es necesario que los simbolos y operaciones
algebraicas se introduzcan a partir de situaciones familiares para adquirir poco a poco seguridad y destreza en el
manejo de los procedimientos algebraicos y utilizarlos para resolver problemas cada vez mas complejos?

Para ello el Plan y Programa de Estudios de Matematicas de la Reforma de 1993 sefiala que en el primer
grado de educacién secundaria los alumnos comiencen a operar con monomios y polinomios a partir del uso de
literales y las reglas de escritura algebraica, como son la expresion simbélica de los procedimientos para calcular
perimetros y areas. Para que en segundo y tercer grado se consolidan estos conocimientos.

Un concepto que los estudiantes deben de formarse poco a poco, justo al término de la secundaria, es el
de las nociones algebraicas. Esto les ayudara a irse acostumbrando al uso de expresiones con literales: en una
primera instancia vistas como abreviaturas de los procedimientos y después como una relacion aritmética o
geométrica entre cantidades.

Normalmente los alumnos tienen dificultades para dominar este lenguaje simbdlico. Al principio se
desconciertan por el uso de literales, pero después desarrollan formas de expresion y solucién de problemas donde
se mezclan el lenguaje natural con el uso —no siempre correcto— de expresiones simbdlicas. Para ello es importante
que el docente este conciente de la importancia que tiene el pasar de una situacién o enunciado a su expresion
simbdlica y operar con ella, ya que los programas contemplan que se aprenda a operar con monomios, polinomios
y expresiones racionales sencillas.

En el segundo grado ademas de expresiones lineales y cuadraticas, se ve ja reduccion de factores con
base comun en un monomio como lo son la simplificacion de términos semejantes en un polinomio y las operaciones
de suma y resta y multiplicacién de polinomios. Para ello es importante que las operaciones y ejercicios con
polinomios no se presenten siempre en forma vertical sino también en forma horizontal para que los alumnos
practiquen las reglas de eliminacidn de paréntesis en la sumay laresta y utilicen la propiedad distributiva al multiplicar
polinomios.

Asi pues para enriquecer el significado de las expresiones con literales es importante acompafiarlas —
desde el principio— con actividades que propicien la construccion de tablas de valores y su presentacion en forma
grafica.

Por otro lado, a manera de confrontacion de la teoria con la practica, y relacionandolo con lo postulado por
Jean Piaget, se les solicitd a los alumnos que obtuvieran el perimetro de un trapecio y el &rea de un triangulo, en los
que las medidas de sus lados estan dadas por expresiones algebraicas (monomios y polinomios). Ademas se les
pidié encontrar los términos faltantes en una igualdad de expresiones algebrabas.

El objetivo es identificar si los alumnos:
a) Saben operar con expresiones algebraicas.

b) Hacen e!uso correcto de literales y las reglas de escritura algebraica, sobre todo, ver si practican las reglas
de eliminacion de paréntesis en la suma y la resta de expresiones algebraicas.

c) Sillevan a cabo ja simplificacién correcta de los términos.

d) Siefectuan correctamente la suma, multiplicacién y divisién de polinomios
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e) Siutilizan la propiedad distributiva al multiplicar poi'nomios.

También los dos primeros problemas, nos van a permitir darnos cuenta si el estudiante cuenta con el
concepto de perimetro y areay si es capaz de obtenerlo cuando se le dan como medidas monomios y binomios
en lugar de nimeros naturales, enteros o racionales.

El primer ejercicio que se les presenté fue:

Indica el perimetro de la siguiente fignra

m+2

m—l/ —\m-l
2m

Perietro =

El perimetro del trapecio es igual a 5m

En dicho ejercicio el objetivo principa! es identificar si el estudiante es capaz de obtener el perimetro del
trapecio cuando se le dan expresiones algebraicas como medidas de sus lados. También queremos identificar si
tiene el concepto de perimetro y de términos semejantes; si conoce la formula para obtener el perimetro de cualquier
figura; si hace correctamente la suma de monomios y polinomios; y si simplifica correctamente los términos

semejantes.

Algunas posibles soluciones presentadas de manera horizontal son:

1) m-1)+m-1)+(m+2)+2m=5m
2) (m-1)+(m-1)+(m+2)+2m=5m 5m

3) (M-1)+(m-1)+(m+2)+2m=2mm >2"2m =3m + 2m = 5m 4)m“1) * (m-1) + (m + 2) + 2m =m-

1+m~1+m +2 +2m =5m

5 (M-N)+m~N+Mm+2)+2m=m-1+m-1+m+2+2m" 5m ->2'2" 5m

6) 5m-2+2=5m

7) 5m, etc.
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Algunas posibles soluciones presentadas de manera vertical son:

m—1 m'—/]/
4-m — 1 + m+l
m + 2 p”jyé
o e+ 2’”
2m + 3m + O om 5m
2m 5m
+ 3m
5m

A continuacién se muestran los procedimientos que siguieron los adolescentes y las respuestas que dieron
éstos:

1. Alguien escribid perimetro = L x L x L, lo cudl es incorrecto.

2. Ocho alumnos se olvidaron completamente de las literales que se les
presentaron como la medida de los lados del trapecio y uUnicamente dieron
como resultado un numero entero, ya sea 4, 6, ~6, ~2, o 10, sin presentar
operaciones.

3. Un alumno sumd los numeros que se le dieron sin considerar su signo y
mucho menos que se trataba de expresiones algebraicas. Posiblemente 1lo
mismo hicieron los ocho alumnos de los que hablamos anteriormente.

m 7

2m &
G
Perimetro m= 6
Al parecer el alumno sabe que el perimetro de un trapecio se obtiene sumando sus lados. Desafortunadamente el
escolar no es capaz de hacer la suma de las expresiones algebraicas que se le presentan y sélo suma los nimeros
que se le dan, sin considerar tampoco su signo. Esto nos muestra que el individuo no es capaz de comprender
términos abstractos. A pesar de que ya le mostraron dentro
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del salon de clases como operar con monomios y polinomios e inclusive opero con ellos, no supo aplicar dicho
conocimiento en este ejercicio, es decir, no fue capaz de aplicar el conocimiento en contextos diferentes a los que
los adquirido.

5.

6.

. Alguien presenta incorrectamente la .férmula v = L + L + L + L = L3

Ademds al realizar la suma sbélo toma en cuenta los numeros sin considerar
las literales (v=2+2-1-1=2cm’®) y al .final escribe como resultado 2m?3.
Esto nos permite percatamos que el alumno no tiene bien fundamentadas
las nociones de perimetro y volumen; no conoce la férmula para obtener
el perimetro de una figura; tampoco sabe (o al menos asi parece) que el
trapecio es un figura plana que no tiene volumen y que el perimetro hace
referencia a medidas lineales y no cubicas o cuadradas. Por otro lado,
aunque este resultado es 1incorrecto, se trata de wuna expresidn
algebraica. Las respuestas gque se presentan a continuacidén son
expresiones alumnos de los que se habi resultado un numero entero."

algebraicas. Recondemos que los con
anterioridad presentan como

m+2

m-1 m-1 o 25"3

vz ajpr-—1 i~

2m

Un alumno escribe perimetro = 6m

Una alumna dio como resultado: m? + 4

m+2

=

2m
Perimetro =

Muy probablemente la estudiante multiplicé los numeros y las literales por separado.
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7. Una alumna dio como resultado: 2m? + 2. ademds presenta una igualacién

incorrecta 2m+m = 2m?f2, y escribe por otro lado 2m y arriba de éste
escribe NO

m+ 2

2m

Perimetro =

2.m4dm2m-V Q—

8. Un alumno presentd como perimetro (m~2) (m+2) + 2m = -2m + 2m + 2m = 2m
en donde tanto la expresién como el desarrollo de la misma es incorrecta.

m+ 2

¢n-1) (m*1) 4-

m- 1 m- 1

2m
Perimetro =

Al parecer el estudiante sumé incorrectamente (m-1) + (m-1) dando como resultado m-2. Y posteriormente lo sumé
am + 2Yya2m, aunque los paréntesis indican una multiplicacion, en realidad se trataba de una suma, esto lo

podemos constatar con el signo méas que no colocé arriba, pero que si coloco abajo. Desafortunadamente la suma
estuvo mal.

Lo que es importante resaltar en este proceso de resolucion del ejercicio es que el escolar considera cada una de
las expresiones algebraicas como medidas de los lados del trapecio. Y no separa dichas expresiones como lo
hicieron los estudiantes que dieron las anteriores respuestas.

9. Una alumna si sumdé las expresiones algebraicas que se presentan como la
medida de los lados del trapecio, pero se equivocd al final al simplificar
los términos: por un lado (m---1) + (m — 1) es igual a 2m — 2 y no a m
— 2 y por el otro m + 2m~3m y no a 2m° . No comprendié que el perimetro
es una cantidad lineal. Ademés la igualdad que presenta es incorrecta.
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4- yvi-1 1"

/N

o,

N

Pcﬁmctro= 2 m 2 IY1tZm : - e%*

TN N

Ninguno de los evaluados contestt satisfactoriamente el ejercicio. Ademas nos percatamos que la mayoria
de los alumnos: 1) No tienen bien fundamentado el conocimiento de la obtencion de perimetro de una figura, ya que
no fueron capaces de obtenerlo porque se les dieron como medidas monomios y binomios en lugar de ndmeros
naturales. La mayoria no sumo los lados dei trapecio para encontrar su perimetro; solo una alumna intent6é sumar
los lados, pero se equivoco al simplificar el resultado y da como resultado un monomio a! cuadrado; otros dan como
resultado un numero entero, expresiones algebraicas cuadraticas o clbicas; diez alumnos —40 % del total— no
contestaron el ejercicio.

La gran mayoria de los estudiantes, como es el caso de los alumnos que dieron las primeras respuestas a
excepcion de las dos Ultimas, sélo ven en las expresiones algebraicas relaciones limitadas e inmediatas con escasa
conciencia de las interpelaciones. Todo esto nos muestra que los estudiantes no manejan eficazmente conceptos
abstractos ni la aplicacion de habilidades de razonamiento y que aun se encuentran en la etapa de las operaciones
concretas. Aunque claro esta, cada uno en diferentes niveles de esta etapa.
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Ejercicio I11) Indica el perimetro de la siguiente figura:

VN

Dio el perimetro del

Cuenta con la nocion de

Realiz6 la suma de

Simplifico correctamente los

Observaciones

Nombre del
alumno trapecio perimetro polinomios términos
Liz no - - - Unicamente dio como resultado m? + 4
Ala - - - - -
Cri no no - - Unicamente dio como resultado LxLxL
Mar - - - - -
Sam no Unicamente dio como resultado 4
Sel - - Unicamente dio como resultado 6
Rol - - - -
Ber - - - - -
Moi no no Present6 como perimetro (m-2) (na~2) + 2m =-2m - 2m - 2m =2m en donde tanto a
) ) expresion como el desarrollo de la misma es incorrecta
Sha - - - - -
Jor no no no Presenta incorrectamente la fdrmulav =L~ L + L - L = L3, ademas al realizar la suma
s6lo toma en cuenta los nimeros sin tomar en cuenta las literales (v=2+2-I- I=2cm3) y al
final escribe como resultado 2m3, no cuenta claramente con las nociones de perimetro y
volumen
ime - - -
Ada pe No del todo no Se equivoco al final al simplificar los Gltimos términos: nr-2m = 2irr, lo que es
Si, pero se equivoco al incorrecto, no comprendié que el perimetro es una cantidad lineal
simplificar los términos
Elv no no No correctamente no Realiz6 la igualacion incorrecta 2m-m = 2mi+2 y dio como perimetro de la figura la
expresién 2m?2-i-2 _
Aau no - - - Unicamente dio como resultado -6m
Pat - - - -
Rev no - * - Unicamente dio como resultado -6
Jav no - - Unicamente dio como resultado 6
Vic - - - - Al parecer escribid -2 como resultado pero lo borrd
Mar no - - Escribi6 -2 como resultado
San - - - - -
Yes - - - . -
Kar no - - Escribié 4 como resultado
Gui - - - - -
Emi no - - - Escribié 1 0 como resultado
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Por otro lado se pidié a los alumnos y a las alumnas que obtuvieran el area de! siguiente triangulo. En
este ejercicio el objetivo es identificar si el estudiante:

a) tiene el concepto de area,

b) conoce la formula para obtener el area de un triangulo,

c¢) sabe lo que son los términos semejantes,

d) hace correctamente la multiplicacion y divisién de monomios y polinomios; y

e) simplifica correctamente los términos semejantes.

El segundo ejercicio que se les presento fue:

Posible procedimiento
Indica el area de la siguiente figura de solucién:

— bxh
A=

_(a+a+2)(2a)
(2a+2)(2a)
<a> &¥—a+2 —>
A—+4a N
Area = 2
A=2a%+2a

El drea del triangulo es 1a + 2a

A continuacion se muestran los procedimientos que siguieron los estudiantes y las respuestas que dieron:

, (ABxh}
1. Una adolescente escribidé tGnicamente A- —-————————————-—— . pero dicha

férmula no es la correcta para obtener el area de un triangulo.

2. Cuatro alumnos no hacen ningin procedimiento y solamente escriben como
resultado un numero natural; 96, 3, 8 o 4.

3. Dos alumnos sdélo realizaron operaciones con nUmeros naturales sin
considerar la literal a, por ejemplo: 2 x 2 - 2 = 2 y da
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como resultado 2; o bien 6x2 resultado 12 v 12 e 2 6 y da como
6

g
: Y ©
i -
€ 3 > € —a+2 —>
Area = 6
4. Otros dos alumnos hacen algunas operaciones y dan como ,4
resultado 2cm o 6m 2(1) + 2 = 4 y — , igual a 2 cm; o bien, 3
x 4 =12 y 12 e 2 = 6 y da como resultado 6m’
5. Un alumno colocd v - b . b como la fédrmula para obtener el A&rea del

ra ; ¢
< g > €—3+2 —>
, 2 , |
Arca = @M Area= Qem
3 e 20):2 20} 4224
Ay 76 s
tridngulo, lo cudl es incorrecto. Ademds da el valor de dos tanto a la b y
como a la h y escribe como resultado v=4cm
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6. Un alumno da como resultado 8 y presenta las siguientes operaciones
que a nuestro criterio no tiene relacidn con el sejercicio .

r : c' a’ +
Celofdiyel o2 - o7 4 2
o Tl c =4+ 4
CedTrdd | c—8 + 8
Qr ¥ I ¢ - 16
Q) c =VFO
Q¢ c =38
N s ] Hasta aqui, en estos diferentes tipos de respuestas vemos que

los estudiantes se olvidaron de las expresiones algebraicas contenidas en el ejercicio y no incluyen la literal a
€en su respuesta.

7. Dos alumnos dan como resultado un término lineal incorrecto: uno y 6Ci

el otro.

Aungque la respuesta que dan estos dos estudiantes sigue siendo incorrecta, vemos que éstos tienen presente
la literal @ , lo mismo sucede con las siguientes respuestas.

8. Una alumna da como resultado a’ + 3 y efectua las siguientes
operaciones:

9. Un alumno da como resultado 6a’ y efect@ia una multiplicacién de los
monomios 2a y 3a, pero no resuelve satisfactoriamente ejercicio.

WA

° e

o
e

€ a P> E€—a+t2 —>

ca= b
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10. Una alumna supo la férmula para obtener el 4drea de un triédngulo, aunque
no la escribid, pero si la desarrolld. Desafortunadamente se equivocd
al hacer la suma de polinomios, 1lo que le hizo dar una respuesta
incorrecta. Lo que podemos destacar es que hizo bien la multiplicacién
de polinomios y la divisidén de polinomios la hizo casi correctamente.

ot 12
I AL B
2a3t Ha
<2 > <ar2 72 -1 o2 ~4a
Ty | A
Y 9y 24+

V N - 24.. 1‘ ".’/—Zi
o b {av2) Q J2R o}

- \ P i
£0*4~A) (40) - -lo®-/ -
Al hacer el anlisis de las respuestas que dieron los estudiantes nos percatamos que:

Sélo dos alumnos demostraron saber ja formula para obtener el drea de un tridangulo, pero no supieron
como sustituir los datos (expresiones algebraicas) que se les dieron en dicha formula, lo que les llevé a dar un
resultado erroneo. Esto nos muestra que los estudiantes no son capaces de aplicar con éxito los conocimientos
adquiridos en diferentes contextos de aquéllos de los que son adquiridos.

Unicamente dos estudiantes supieron multiplicar polinomios correctamente, aunque no hicieron la
multiplicacion correspondiente, pero nadie hizo una division de polinomios.

Solamente una alumna comprendié que la base del tridngulo era la suma de a mas ¢z + 2, pero da mal el
resultado. Esto nos demuestra que el adolescente no sabe sumar expresiones algebraicas con un término semejante
o0 al menos nadie lo hizo correctamente en este ejercicio.

La resolucion de este ejercicio por parte de los estudiantes nos permitio ver que nadie obtuvo el &rea del tridngulo.
Talvez lo desconcertaron las expresiones algebraicas a, a +2'y 2a. Situacion que deja al descubierto que los alumnos
no comprenden aun las expresiones algebraicas, no manejan eficazmente conceptos abstractos ni la aplicacion de
habilidades de razonamiento. Es decir, no presentan estas caracteristicas de un pensador formal.
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Ejercicio IV) Indica el &rea de la siguiente figura...
Nombre del| Dio el area Comprendi6 que la base Sustituyé Realiz6 Realiz6
alumno | del | oia eficazmente| 06! ridngulo era (a) + (a +| correctamente |correctamente la| Realiz6 correctamente | correctamente la Observacionss

triangulo | 1, fsrmula del srea 2) los valores en la suma de la multiplicacion de division de

del tridngulo férmula polinomios polinomios polinomios
Liz no si no no ) Escribié correctamente la férmula, pero
) presenta como Unicas operaciones: ad + 6 = 2

=ad+3
Ala - - - - - - - -
Cri no Si, aunque ) ) _ _ ; ABxh
escribe Unicamente escribi6: A= --------=--
mayuscula a b 2

Mar - - - - - - - -

Sam no - *x - - - - Unicamente escribié como resultada 96

Selenne Escribid las operaciones: 6x2=12 y 12 =

no no - - - - - !
2 =6 y dio como resultado 6

Rol - - - - - - -

Ber - - - - - -

Moi no nn Si, pero realizo mal la no Si pero no es la Comprendi6 que la base del triangulo

suma y dio como resultado correspondiente era (a) + (a + 2) pero hizo mal la suma
3a y dio como resultado 3% después
multiplico (2a) (3 a) = 6a? donde el
resultado de la multiplicacion es
correcto pero no es la operacion que

debid hacer.

Sha - - - - - - -

Jor no no no ) ) Coloco v="b.h, como laférmula para obtener

) ) el rea del triangulo
Ime - - - - - -
Ada pe si, aunque no ia |si, pero no elabord bienla| no escribio la no Si, peronoesla  |[Parcialmente y no
escribe suma fonnula pero si correspondiente con los datos  |Sabe cual es la formula para obtener el area de
lallevo a cabo correctos un tridngulo, también hace bien Ia
multiplicacion y division de polinomios, pero
se equivocd al hacer la suma de polinomios loj
que le hizo dar una respuesta incorrecta.

Elv no no No considerd la literal a, s6lo realiz6 las
operaciones aritméticas 2(1) + 2 =4 y 4/2, y|
dio corno resultado 2 cni, aunque en el
triangulo las medidas no estan dadas en
centimetros
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Agu

Unicamente da como resultado 6a

Pat

Rev

no

Unicamente da como resultado 4

Jav

no

Realiza las operaciones 2x2 =2 = 2 y da
como resultado 2

\ic

no

Escribec?=a2+b?,¢c2=22+22 c=4+
4,c=8+8,c=16,c=716,c=8

Har

no

Inicia desarrollando el teorema de
Pitagoras y al final da como resultado 8

San

no

Realiza las operaciones 3x4=12 y 12=2=6y
da como resultado 6m?

Yes

Kar

no

Unicamente da como resultado 4a

Gui

Emi

no

Unicamente da como resultado 3
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Por ofro lado, en jas respuestas del tipo 2, 3 y 4, vemos que los estudiantes que dieron este tipo de
respuestas no consideran las expresiones algebraicas y las ven, en los dos primeros casos, sdlo como numeros
naturales, y en el iltimo como nimeros enteros.

En la respuesta cinco el alumno da un nimero a! cuadrado como uno de los resultados.

Vemos que en las respuestas del seis en adelante, los alumnos y las alumnas ya dan como respuesta
algunas expresiones algebraicas. Aunque podemos notar que los estudiantes que dieron estas respuestas no
estaban seguros de los resultados que estaban dando y talvez por eso decidieron borrarlos.

En la respuesta ocho, vemos que esta alumna primero coloca unos términos perdidos que no satisfacen la
igualdad y ya después hace una serie de operaciones de manera incorrecta. Aunque, cabe mencionar que es la
Unica que presenta operaciones.

En las respuestas del tipo nueve, podriamos decir que los estudiantes se acercaron un poco al resultado,
por ejemplo en el primer caso presenta el 7x y el 2x2; en el segundo 7x y -2 y en el tercer caso 7x y 10, donde el 10
es correcto.

En la respuesta diez el alumno logra dar dos términos correctos, talvez presente el —13x pensando que al
restarle el 3x le daria como resultado 10x, pero no consideré que el 3x se convertia en -3x por el signo de la resta.

La resolucion de este ejercicio por parte de los estudiantes nos permitio ver que nadie hace el uso correcto
de literales y las reglas de escritura algebraica, no practican las reglas de eliminacidén de paréntesis, porque nadie
comprendié que el signo menos de la resta cambio —afecto— los signos del polinomio que se resto; solamente un
alumno escribié dos de los términos que hacian verdadera la igualdad, siete estudiantes no contestaron el ejercicio
(el 28 por ciento del total) y el resto lo contesto incorrectamente. A continuacion se muestran algunas de las
respuestas que dieron los estudiantes, cabe mencionar que sélo una alumna presenta operaciones, los demas sélo
presentan el resultado, lo que dificulta ver cuales fueron los procedimientos que siguieron para llegar a ellos.
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Ejercicio V)

Encuentra ios términos perdidos:

(x2+ +8) - ( +3x-2)=3x2-10x +

Encontré los

Realiz6 la resta horizontal

Comprendi6 que el signo - de la

Nombre del términos mente o la reordeno en forma | resta cambin (afecto) los signos del .
alumno perdidos vertical polinomio que resto Observaciones
Liz no horizontal mente - Da como términos perdidos al -11, 7 y 5 respectivamente
Ala - - - -
Cri no h oriza nt alifiente no
Da como términos perdidos al 3x2, I0x y 3. Efectud algunas operaciones incorrectas y no
comprendio que el signo - de la resta afect6 los signos del polinomio que se resto
Mar - - -
Sam no horizon taimen te no Unicamente da como términos perdidos al 6, 5 y X respectivamente
Selenne no horizontalmente no Unicamente da como términos perdidos ai 7x, 2x2 y 2 respectivamente
Rol - - -
Ber no horizon taimen te no Unicamente da como términos perdidos al 2, 10 y 12 respectivamente
Moi no horizon tal mente si No realiz6 operaciones, Gnicamente presentd como resultado al -13x, -2x? y LO, de los
cuales los dos Ultimos son correctos
Sha - - - -
Jor no Present6 como témiinns perdidos al 7x, -2 y 6 respectivamente y no realizd ninguna
) ) operacion
Ime - * - -
Ada - - - Al parecer colocé los terminas -13x, 3 y 6 e hizo operaciones pero finalmente borré todo
Elv - - * Da como términos perdidos al 5x,3 y 6
Agu o i i Da como términos perdidos al 4, 5 y 5 aunque a este Gltimo le escribe no y escribe el 6
abajo
Pat no - - Unicamente da como términos perdidos al 2, 1 y 7 respectivamente
Rey no Unicamente da como términos perdidos al 7x, 3 y 10 respectivamente (este Gltimo es
) ) correcto)
Jav no Unicamente da como términos perdidos al 5 en los dos primeros casilleros, el tltimo lo
. ) deja en blanco y escribe a parte 10 = $
Vic no - - Unicamente da como ténninos perdidos al 1, 10 y 6 respectivamente
Llar no - - Unicamente da como ténninos perdidos al -2, *8 y 6 respectivamente
San no - - Unicamente da como términos perdidos al 3, 3 y 16 respectivamente
Yes - - - -
Kar no - — Unicamente da como ténninos perdidos al 7, 3 y 6 respectivamente
Gui no - - Unicamente da como términos perdidos al 4, 12 y 32 respectivamente
Emi - - - -
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Por tltimo, podemos concluir que al hacer el analisis de los procedimientos que llevan a cabp los
estudiantes en estos tres ejercicios relacionados con el tema de operaciones con expresiones algebraicas,
descubrimos que éstos aliin no manejan eficazmente las operaciones con monomios y polinomios. No hacen
el uso de literales ni de las reglas de escritura algebraica, ni mucho menos hacen la expresion simbélica de

los procedimientos para calcular perimetros y areas. Aliin N0 adquieren seguridad y destreza en el manejo
de los procedimientos algebraicos y mucho menosson capaces de utilizarlos para resolver problemas;
Dificultando con ello que al egresar de la educacion secundaria estos alumnos no se hayan acostumbrado
al uso de expresiones con literales y mucho menos a la resolucion de problemas utilizando los
conocimientos y procedimientos algebraicos.

También vimos que los alumnos tienen dificultad en aplicar sus capacidades a situaciones
abstractas como en la obtencion del perimetro del trapecio y del area del triangulo. Posiblemente la mayoria
de los estudiantes sabe como obtener el perimetro y el area de una figura, siempre y cuando se le den
medidas de nimeros naturales, enteros o quiza hasta racionales, pero no expresiones algebraicas.
Recordemos que para Piaget, la capacidad de aprendizaje generalizado de un pensador concreto es limitada
y que lo se aprende en un contexto no se transmite facilmente a otros contextos.

Cierto que es normal que los alumnos tengan dificultades para dominar este lenguaje simbélico y
que al principio se desconcierten por el uso de literales. Para ello, ei curriculo de educacion secundaria en
lo que respecta al algebra contempla poco a poco el uso de literales, la reduccion de factores con base
comun en un monomio como lo son la simplificacion de términos semejantes, las operaciones de suma,
resta y multiplicacion de polinomios, (incluyendo las reglas de eliminacion de paréntesis y la propiedad
distributiva en la multiplicacion) expresiones lineales y cuadraticas, da construccion de tablas de valores y
su presentacion en forma grafica. Hasta desarrollar formas de expresion algebraica y su utilizacién en la
solucion de problemas.

Como es sabido es primordial que el docente este conciente de la importancia que tiene que e|
alumno sepa pasar de una situacion o enunciado a su expresion simbélica y que opere con ella. Es decir,
que aprenda a operar con monomios, polinomios y expresiones racionales sencillas. Aunque en el caso de
los alumnos en estudio al analizar sus apuntes nos percatamos que éstos tuvieron muy pocas
oportunidades de llevar esto a la practica.

En relacion con la teoria de Piaget, en todo este proceso de querer dar respuesta a los ejercicios, el
alumno se enfrenta a un desequilibrio y hace un esfuerzo cognoscitivo para encontrar un equilibrio entre él
mismo y su ambiente, como una integracion de ideas de manera dinamica entre el sujeto y el objeto, es
decir, en este caso en particular, con los ejercicios que se le presentan.

La respuesta que éste dé y el procedimiento que siga va a depender del desarrollo de las estructuras
cognitivas generales con las que cuente el individuo, de como dé utilidad a lo aprendido (conocimiento
previo), de su forma exploratoria, y de su experiencia.

Cuando al sujeto se le solicita la resolucién de un ejercicio o un problema, éste entra primeramente
en desequilibrio, en seguida lo integra, es decir, trata de comprenderlo y explicarselo; y luego actta sobre
él empleando esquemas de accion. Adquiriendo un nuevo conocimiento como producto de dicha
interaccion.

80



Para Piaget asimilar es incorporar la informacion al interior de las estructuras cognitivas a fin de
ajustar mejor el conocimiento previo que el sujeto posee. Es decir, el individuo adapta el ambiente a si
mismo y lo utiliza segun lo concibe.

No perdamos de vista que el orden ascendente en que presento las respuestas obedece a un
desarrollo cognitivo o cognoscitivo cada vez mas superior en los individuos y que éste ocurre a partir de la
reestructuracion de las estructuras cognitivas intemas del aprendiz, de sus esquemas y estructuras
mentales, de tal forma que al final de un proceso de aprendizaje aparecen nuevos esquemas Yy estructuras
como una nueva forma de equilibrio que lleva consigo un mayor desarrollo intelectual.

Por ejemplo, en estos ejercicios podemos observar como algunos aumnos (tejan de lado las
literales que hay en cada uno de ellos, es decir, no las toman en cuenta en las operaciones y el resultado
que presentan.

Otros alumnos ya toman en cuenta las literales aunque aun no saben del todo como operar con
ellas.

Por ultimo mencionaremos a aquellos alumnos que consideraron la expresion algebraica como la
medida de una figura geométrica o como la parte de un trinomio.
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Ecuaciones lineales

Dentro de la educaciéon secundaria, las ecuaciones lineales y los métodos que sirven para resolverlas
representan el primer contacto de los alumnos con algunas de las nociones y procedimientos fundamentales del
algebra, como son la nocion misma de ecuacion, de incognita y los procedimientos para despejar la incognita.

El proposito de los Planes y Programas de Estudio de 1993, es que a través de la introduccion de
actividades y problemas relacionados con las ecuaciones lineales, los alumnos comprendieran esas nociones v,
pOCco a poco, se dieran cuenta de la forma como las condiciones de un problema se traducen en una ecuacién.

El estudio de las ecuaciones lineales se introduce en segundo grado con los métodos de solucion de
ecuaciones de las formas a + b - ¢, ax ~ b, ax + b = ¢ y de otras ecuaciones que pueden llevarse a esta forma; en
particular ecuaciones de las formas ax + b = ex + d, ax + bx + ¢ = dx + ex + fy casos sencillos de ecuaciones con
paréntesis. En tercer grado se amplian y complementan estos conocimientos, ademas se introducen los
procedimientos para eliminar los denominadores en las ecuaciones con coeficientes fraccionarios.

Para el tema de ecuaciones lineales se presentaron a los alumnos dos ejercicios y dos problemas para
su resolucion.

El objetivo es identificar si los alumnos:

a) Han aprendido las nociones y procedimientos fundamentales del algebra como son la nocién misma de
ecuacion, de incognita y los procedimientos para resolver la ecuacion.

b) Saben resolver ecuaciones con paréntesis.

El primer ejercicio de este tema que se les planted fue:

Encuentra el valor de x 7x+5-4x+20]|

El valor de xes 5

1. Una alumna hace algunas operaciones incorrectas y las borra.
2. Un alumno da como resultado R = -4

3. Otra alumna sbélo escribe x = 2
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4. Otra alumna presenta una secuencia incorrecta de 1igualaciones
aritméticas sin considerarla como una igualdad de ecuaciones lineales y
olvidadndose por completo de la incédgnita.

X+ 5=4x+20
M“i .

5.Un alumno sustituye a la x con diferentes valores de manera

incorrecta.

-7X +5=4x +20 Hx dO
(1 5) (6-29) Wi «O

Te I @

6.Una alumna sustituye a la x elevando el numero al cuadrado.

X +5~4x+20

7. Ctra alumna sustituye a x por 2 operaciones. sin desarrollar las

X +5=4x +20
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10.

Lo rescatable en esta respuesta es que el alumno sabe que x vale lo mismo en fas dos ecuaciones.

Dos alumnos hacen varias operaciones, todas ellas incorrectas.

X +5=4x+20 7x + 5= 4x +20
NXA4-7>45
7 XA *>=x V0O
. 12+2" 14
-K:n — {7
X=2

Lo que podemos rescatar de esto es que ambos saben que hay que buscar el valor de x (la incognita en
este ejercicio).

Una alumna sustituydé x por 5 e iguald cada ecuacidén lineal a
40, hace las operaciones de cada ecuacidn por separado y al final iguala

40 = 40

Tx+5“4x +20 y(S\]+5 r vo
35+5 =*/O

5
<4 0) iZO =m SO
ZO -t=S0

Aqui podriamos decir que la alumna contesto acertadamente el ejercicio. Talvez asi haya sido, pero también
existe la posibilidad de que haya sido por casualidad.

Tres alumnos encuentran el valor de x, pero en el segundo caso la alumna
hace la comprobacidén y en el tercer caso vemos cbdmo el alumno se salta
pasos lo gque nos deja ver gque maneja operaciones y procedimientos de
manera interiorizada.
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Primer alumno Segundo alumno

7X+5=4x+20 7X + 5=4x+20 .-
XZ 90 -5
%<5 = i A0 -5
X-J5 -~ x =15
ISE F=51
Tercer alumno
Tx +5=4x+20 1l ( sy +3 ~ +20
S4s = 2.0+
1o T HNO -
X ~ IK5 e &%ﬂ_
3 / R
X=-5 -

Trece alumnos dejan sin contestar el ejercicio, lo que equivale a un 52 % del total. Nueve lo contestaron
parcialmente correctamente (un 36%) y cuatro alumnos lo contestaron correctamente. Estos Ultimos, despejaron la
x hasta encontrar su valor, ademas usan correctamente las operaciones Inversas. Es decir, han aprendido las
nociones y procedimientos fundamentales del algebra como son la nocién misma de ecuacion, de incognita y los
procedimientos para despejar la incognita.

En el tercer caso del inciso 9, vemos que el alumno maneja y coordina datos mentales interiorizados con datos
reales simultineamente, esto nos habla de que el estudiante esta dentro de las operaciones concretas pero con
poca distancia de acceder a las operaciones formales. Tiene un pensamiento reversible, es decir, maneja datos
mentales, interiorizados y no se reduce, solamente, a las acciones reales y concretas.
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Ejercicio VI Encuentra el valor de x: a) 7Xx +5=4x+20
Nombre j i6 Utilizé las opera ;
oombre Encontrd el | Despejo la x hasta | Ut las op Observaciones
valor de X | encontrar su valor | Clones inversas

Liz Sl si Si Resolvi6 satisfactoriamente la igualdad de ecuaciones lineales ¢ hizo la comprobacion.

Ala - "» - i

Cri no no no Presenta igualaciones incorrectas.

Mar si si si Resolvio e! planteamiento satisfactoriamente e incluso se salto algunos procedimientos, lo que indica que maneja correctamente
la resolucion de ecuaciones lineales y que maneja cifras y procedimientos interiorizados.

Sam - - - -

Sel Sustituyd el nimero 2 en el lugar de x y dejo indicada una igualdad de ecuaciones incorrecta. Esto indica que no supo como

no - proceder para encontrar el valor dex (posiblemente se confunda con la tabulacion de expresiones algebraicas).

Rol - - -

Ber - - -

Moi si si si Resolvid satisfactoriamente la igualdad encontrando el valor de x

Sha - - - i

Jor no no no Dio el valor de 2 y 6 a la x respectivamente, realizo las operaciones, resultdndole dos valores para x, todo indica que no sabe
como resolver una ecuacion lineal.

Ime no - - Realiz6 algunas operaciones de manera incorrecta pero al final borré todo.

Ada si No se sabe No se sabe [Dael valor de x correctamente pero no presenta la forma en la que procedié para obtener dicho valor.

Elv no _ ) Presenta una secuencia incorrecta de igualaciones aritméticas: 5 = 20/4 = 5(7) - 35, sin considerarla como una igualdad de
lecuaciones lineales.

Agu - - - Unicamente presenta como respuesta ~4, sin ningin otro nimero o procedimiento.

Pat - - — -

Rey - - — -

Jav - - - :

\ic no - - Unicamente convierte al 7x y 4x por 72 y 42 respectivamente.

Har no - no Separa la x de los términos 7x y 4x y la presenta como x2, no logrd reunir los términos semejantes.

San - - - -

Yes — - — -

Kar - - - Solo presenta un resultado incorrecto: x = 2, sin ninguna operacion.

Gui - _ -

Emi - - -
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El segundo ejercicio de este tema que se les presentd fue:

Encuentra el valor de x 2(4x +7)-3(x +2) =i8]
El valor de x es 2

1. Una alumna se olvidd de la literal x (la incdégnita) y sdlo operd con los
numeros. Parece ser que en el primer caso sumdé 8 mads 14 y en el segundo,

multiplicé 3 por 6 olvidédndose de los signos. Al final restd estos
resultados.

16

2. Alguien escribidé R = 4x
3. Hubo quien escribidé Gnicamente x = 5

4. Otro sustituyd a x por 2 y 5 respectivamente.

Is

5. Otra alumna eleva algunos de los numeros —de la expresién— al cuadrado,

al parecer, sustituye a la incdégnita x por la potencia 2. También elimina
el tercer paréntesis.

M H I-t--f¢
163 -1» &
xTyzZ

6. Una alumna pasa el 18 del otro lado del signo igual, elimina los
paréntesis y al dos y lo iguala con 4x + 7 (que es el primer binomio que

se le dio), ademads convierte al -3(x + 2) en 3x T 2, lo cudl es

incorrecto. Posteriormente hace una serie de operaciones también de
manera incorrecta.

1AXx47AlIIG
<2.0-u Uii<5>
| 8-IferO

1QcOl
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7. Un alumno separa al minuendo y al sustraerlo. A este ultimo lo iguala
con 18 y sustituye a la x por 3, después hace varias operaciones de
manera incorrecta.

Ana./) Jtx 11J - 18

2(4x + 7) ~3(x + 2)=18

i1/ X

37

8. Una alumna al principio procedo bien, pero se equivocd al restar 14
menos 6 y dio un resultado incorrecto.

2(4x+7)-3(x+2)=i8 ( 3 x LI'—%%X"‘Z,}' \C’Q“i'

et T D G %
- 2 Sr=% X:/.%
S K EETR X = G .

IR « g 2 . "'-_: \ * 6

9.Alguien llegd al resultado por tanteo.

2(4x + 7)-3(x+2)=18

‘<xl cvle
XMGM)-5(2 + 2)=/?
¢0ij)
lo-12. - (3
10. Una alumna hizo bien la eliminacién de paréntesis y la

simplificacién de términos hasta llegar al valor de x
oX+" - 3x “6-

5x fe 1%
r= 2
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Quince estudiantes dejaron sin contestar el ejercicio lo que equivale a un 60% del total de los alumnos en
estudio. Seis lo contestaron pero lo hicieron erréneamente (24%). Una alumna casi llego al resultado correcto (4%).
Dos alumnos dieron respuesta satisfactoria al ejercicio, es decir, s6lo un 8% del total.

En la respuesta del inciso 1, la alumna operd con las ecuaciones como si inicamente tuviera los nimeros,
sin considerar a la x.

En los incisos 3, 4 y 5 los alumnos dan un valor a x pero de manera incorrecta.

En los incisos 6 y 7 el resultado que dan los alumnos es una igualacion (0-0, 7=7 o 18=18) de numeros
naturales y dejan a un lado la incognita x. Hasta aqui en estos tipos de repuesta los alumnos s6lo ven relaciones
limitadas e inmediatas con escasa conciencia de las interrelaciones.

En los incisos 8 y 10 los alumnos tienen presente que deben encontrar el valor de x. Aunque en el inciso 8
la respuesta no es correcta, los dos alumnos saben que tienen que despejar la variable por medio de las operaciones
inversas para obtener su valor, Saben que a cada transformacion corresponde la posibilidad de una inversa o de
una reciproca.
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Ejercicio VI Encuentra el valor de x: b) 2(4x +7)-3(x+2)-18
Nombre Despej6 la x Manejo las ) Observaciones
: . ., . Manejo6 correctamente el uso de
aumno | Encontro el|Resolvio el problemahasta encontrar sul ~ operaciones | s iecis y 1a jerarquizacion del
valor de x | algebraicamente valor inversas operaciones

Liz pe si si no no Empezo bien el procedimiento, pero olvido
el 18 de la igualacion que se le dio en la
ecuacion.

Ala - - - - -

Cri no si si no no Realizé varias operaciones e igualaciones, la
mayoria incorrectas.

Mar - — - - —

Sam - - - - - -

Sel no Unicamente presenta las operaciones: 2(4(2)

) i i ) +71 - 3(5+2) = 18, luego dio 3 como

resultado.

Rol - - - - - -

Ber - - - - - -

Moi si no
Resolvio el problema aritméticamente, dio 2
al valor de X, lo sustituyd, hizo las
operaciones y dio un resultado correcto Y
escribid “solo calcule y me sali6 el resultado

Sha - - - — - —

Jor no no El alumno dividié incorrectamente Ia

) i igualacion en dos: 2(4x + 7) y 3(x + 2) = 18,

luego dio a x el valor de 3 e hizo operaciones
e igualaciones incorrectas.

Ime - - - - -

Ada si si si si si Encontrd6 el valor de x e hizo la

comprobaciéon. En la resolucion se salto
algunos procedimientos, lo que
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indica que maneja correctamente la
resolucion de ecuaciones lineales y que
maneja cifras y procedimientos
interiorizados.

Elv no si no no no Unicamente presentd dos operaciones: (8x +
14) (-3x -6) =18y 22 -18=4

Agu no | e - - - Unicamente dio como respuesta 4x

Pat — — — - -

Rey - - — - —

Jav - — — - - -

Vic no no Presenta las operaciones: 2((4°) + (7)*- (3)°
+ 2 =18, 64+49-9+2 =18, 103- 11-18 y x=
92

Har no no no Hizo algunas operaciones incorrectas y dio

i i una respuesta incorrecta: X =5

San — - — - - -

Yes - - - -

Kar — - - - — -

Gui - — - - -

1Emi - - - -
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El primer problema de este tema que se les plante6 fue:

Se reparten 133 chocolates entre dos grupos de alumnos. El segundo grupo recibe 19 chocolates mas que el
primero. ¢ Cuantos chocolates recibe cada grupo?

La respuesta es: el primer grupo recibe 57 chocolates y el segundo grupo 76

1. Dos alumnas no contestaron el problema y sbélo escribieron: el primer
grupo y el segundo grupo.

2. Una alumna divide 19 entre 2. Observemos los datos que presenta. Ademés,,
podemos ver que tiene muy arraigado que la forma o los pasos a seguir
para resolver un problema es escribir los datos, la operacidén y el
resultado, los cuédles son incorrectos.

italos

3. Un alumno sbélo escribe 19, 30, 91
4. Alguien escribe que un grupo recibe 62 chocolates y el otro 61

5. Cuatro alumnos dividen 133 entre 2. Uno da como resultado 66, otro 66.5,
y otros dos 66 y 67

6. Una alumna suma 69 + 64 dandole un total de 133, y al final da como
resultado 64 chocolates.

0jo

cec' Ve
7. Una alumna buscd dos numeros que sumados le dieran 133

U 3 auno \t» O 5 'fo N6

yn roboro &00 oiou I
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8. Alguien sélo resta 19 a 133 y da como resultado 114 chocolates.

G*U'AO v <X te Ai. A
31 *A chocc” oV e*=>

ti 2 vejpo»c(?b<i*e>itVxocota'4'C*

-//*y /e Zoco «4-"""
135

9. Hubo gquien dividié 133 entre 2; después multiplicéd por dos el resultado
y sumd 1. Por otro lado a 133 le resto 19 y al resultado le sumd 19.
Escribe como resultado "cada grupo recibe 114 chocolates".

s ‘%

12 13'2

<j»do cyopo “abo \ckorotato”

10. Un alumno indica una divisién (133 ~ 2 = ) pero no la concluye, quizd porque
reflexiona nuevamente el problema y decide hacer las operaciones: 133 - 19
= 114, 114 a 2 = 57 y 57 +19 = 76, aungque parece que el alumno si entendid
el problema no enuncia el resultado.

11. Alguien divide 133 entre 2 y al resultado le resta 19. En este resultado
podemos observar que al hacer la resta no ordena adecuadamente los numeros
y que se olvida del 1 que llevaba al restar 10 menos 9. También tiene claro
que el segundo grupo es el gque recibe més chocolates.

5 Wind

: €65 ﬁg\% 16650
2 ’-;%lo -W}? ﬁ\mw gdf—b Gé. ‘iq
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12. Un alumno divide 133 entre 2 y luego resta y suma 18 al resultado.

EI jr-po X 5equ~]o yrufd
6t
J-Ifi
*8 bt 1 los <?<f'eciblo el
13. Alguien divide 133 entre 2, dandole como sobrando uno. resultado 66,
Ademds suma 66 mas 19 y resta 19 a 67

85
¢ Vg

13 155

14. Otra alumna hace un procedimiento similar, sbélo que suma y resta 19 a 66
y luego suma 1 a 47, este ultimo es el resultado de restar 19 a 66

C tjtndG Cjilypo veexte Sj Y*TSFO gao.
M e\ piiNev *oc»Uj cVocoUAO

% "i7Jy-
15. Alguien ya habia presentado como resultado 66.5, pero lo tacha y resta
los 19 chocolates al total. Luego divide el resultado entre dos, pero olvidd

sumar los 19 chocolates para cumplir con una de las condiciones del problema,
lo que le hizo dar una respuesta errdnea.

c<x¢,<xJ.0 [

-\9=-1¢iVO
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16. Hubo seis alumnos que resolvieron satisfactoriamente el
problema. El procedimiento que siguieron fue:

el ’L- I
O q A_ ¥ YoC 1o ¢ N
gt zrﬂ%f‘" , J ﬁn clnoco\wl ez
o 14
i4 :
i O lCL) V\’PJ vhgnc’\l‘bc
|  hoco \v'\“»‘-‘i
LBT 16 choc

Enlas respuestas dela 1 ala7, que aqui se presentan, los alumnos olvidaran que el segundo grupo recibe
19 chocolates méas que el primero.

En las respuestas de la 8 a la 15, de alguna manera, Ls alumnos consideran el “19" del que se habla en el
problema, pero olvidan que ese “19” indica que el segundo grupo recibe 19 chocolates mas que el primero. Esto
nos permite ver que los alumnos tienen dificultades al enfrentarse a relaciones de segundo orden y a relaciones
existentes entre relaciones. Solo ve relaciones limitadas e inmediatas con escasa conciencia de las interrelaciones,
(caracteristicas de un pensador concreto).

En las respuestas 8 y la 9 observamos un procedimiento de resolucion similar. Lo mismo sucede con las
respuestas 12,13 y 14

Los seis alumnos de los que se habla en el inciso 16 entendieron el problema, es decir, comprendieron y
tuvieron presente todas las condiciones de dicho planteamiento:

a) Que se repartieron 133 chocolates entre dos grupos de alumnos,
b) Que e! segundo grupo recibe 19 chocolates mas que el primero.
¢) Yque lo que tenian que resolver era saber ;cuantos chocolates recibia cada grupo?

Ninguno de los alumnos procedio a la solucién del problema algebraicamente. Por lo tanto no tuvieron la
oportunidad de despejar alguna incdgnita y encontrar su valor. Nadie plante6 una ecuacion lineal para resolver el
problema. Esto no nos permitié ver si los alumnos hacen correctamente el uso de las operaciones inversas y si
dominan los diversos métodos de resolver una ecuacion lineal.
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Problema 4) Se reparten 133 chocolates entre dos grupos de alumnos. El segundo grupo recibe 19 chocolates méas que el primero. ;Cuéntos chocolates recibe cada grupo?

dg"aﬁmo Entendi6 el Lo Procedio a su Plante6 una | Despejo la Encontro el| Qué operaciones Qué da como resultado Observaciones
problema | resolvié solucion ecuacion | incognita Usa valor de la hizo
aritméticamente o | lineal (cuél) correctamente | incognita
algebraicamente las operaciones
inversas
Liz no P aritméticamente 133-19 =114 |Recibe cada uno 57 chocolates Olvido que el segundo grupo
) ) ) 114+2 =57 recibe 19 chocolates méas que el
primero.

Ala no no aritméticamente 67 +66=133 |El segundo grupo recibi6 67 Olvidd que el segundo grupo

) ) chocolates. El primer grupo recibe 19 chocolates mas que el
recihié 66 chocolates. primero.

Cri no no aritméticamente 69 + 64 =133 |Resultado. Cada grupo recibe 64 |Olvido que el segundo grupo

) ) ) . chocolates. recibe 19 chocolates mas que el
primero.

Mar si si aritméticamente 133-19=114 |Enel primer salon se dieron 57  |[Da "salén” coma sinénimo de
114 +2 =57 |chocolates y el segundo salén 76 |grupo. Subraya la palabra
57+19=76 |chocolates. "segundo” en su respuesta. Tal vez

como una correspondencia de que
es el segundo grupo el que recibe
19 chncolates méas
Sain no no R =auno 1ctoca 95 yal otro 38 |Olvidé que el segundo grupo
) ) ) ) Buscando un nimero que sumados |recibe 19 chocolates méas que el
me*"den” 133 primero.
Sel si si. aritméticamente © ~ = Un sal6n recibe 76 y otro 57 Da "salon” como sinénimo de
) ) 3 kP e grupo.
° Olvida escribir "chocolates” en su
respuesta.

Rol no no aritméticamente o+ El primer grupo recibe 48

s | X' |chocolates y el segundo grupo
g | & |recibi6 85 chocolates. Hizo anotaciones en una operacion
o | v que Unicamente indico, pero no
N = resolvid; y en otras dos
T Z operaciones, de las tres que
+ = realizd. Las anotaciones son: 132
: +2 (sobra 1)’
pie 66 - 18 = 48 (es el primer grupo)
° 66 + 18 = 84 (més uno que
sobraba son: 85 son los que recibié
el segundo grupo.
Ber o no i i i i R = les toct de 66 y la mitad a
cada grupo.
Moi no no aritméticamente - * - - Enunahoja | 48y 85 Primero hace una

96




Sha no no aritméticamente
Jor no no aritméticamente
line no no aritméticamente
Ada si si aritméticamente
Elv no

Agu no no

Pat no no aritin éticamente
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aparte:
130+2=65y
sobran 10
66 - 19 = 47
67+18=85
85 +47=132

En el examen:
133+2=66y
sobra 1
66 +19 =85
67-19 =48
85 +48 = 133

aproximacion de 133 a 130, quiza
para hacer mas facil la division,
pero fue esto lo que lo confundio.
Tai vez en un principio tenia
presente que el segundo grupo
recibe 19 chocolates mas que el
primero, pero no  procedid
adecuadamente, ni tampoco hizo la
comprobacion o la verificacion del
resultado.

S6lo da como resultado 48 y 85, sin
decir que cantidad recihe el primer
grupo y que cantidad recibe el
segundo grupo.

66 - 19 =47
85 +47=132
85 +48 =133

El segundo grupo recibe 85 mas
que el primer grupo y el primer
grupo recibe 48 chocolates

Olvidé que el segundo grupo recibe
19 chocolates més que el primero.

133-19=114 El primer grupo recibe 1 14|No considero que el segundo grupo
Chocolates  |chocolates. El segundo grupojrecibe 19 choco’ates més que el
recibe 14 chocolates primero.
R = cada grupo recibe 114|Olvidé que el segundo grupo recibe
133+2=66y |chocolates 19 chocolates més que el primero.
sobra 1
66x2 =132 132 +
1=133133-19=
114 114+ 19= 133
133-19=114 Uno 76 chocolates y el otro s6lo 57
114+2 =57 chocolates. Le falté especificar que grupo
57+19=76 recibié 76 y que grupo recibi6 57
1 er grupo 2do grupo Es una alumna sobresaliente, no se
) que paso. Quiza no comprendio el
problema o no le dio tiempo
contestarlo.
Un grupo recibe 62 chocolates.
El otro grupo 61 chocolates Olvidé que el segundo grupo recibe
19 chocolates més que el primero y|
que en total son 133
19 + 2 = 9y|Resultado 9 Escribe  datos, operacion |
sobra 1 resultado.

En los datos escribe “chocolates' |

“alumnos”




Rey no
) . ) 1 er grupo 2do grupo
Jav no Uno 66
i Dos 67
Tres 152
Vic no no aritméticamente 133+2 =66y |Cada grupo recibe 66 chocolates
sobra 0 66x2= En la primera operaciéon da como
132 sobrante  "cero” 'y hace la|
anotacion: "y se multiplicaria”.
Luego multiplica 66 x dos igual a
132 (segunda operacion) y hace la
anotacion: "y haria falta uno para
que fueran los 133 chocolates.”
Har no 19,30,91
i i i Antes habia escrito 90 y después,
encima del 0 coloco el 1
San no no aritméticamente 133 =2=66.5y |Al segundo grupo 66.50
sobra 0 Al primer grupo 66.49
66.5- 19 El resultado de la divisiéon es un
66.49 nimero decimal. Cuando hace las
operaciones de resta y suma no
66.5 + 66.49 "cpoloca bien” las cantid);des.
132.99 Al dar la respuesta habia escrito
“primer” en el lugar de "segundo”
y viceversa, después los tacha y
cambia el orden. Tal vez
considerando que el segundo grupo
es el que recibe mas, aunque olvida
que eran 1 9 chocolates mas.
Yes si si aritméticamente 133-19=114 El primer grupo recibe 57
114 +2 =57 |chocolates y el segundo grupo
57+19=76 |recibe 76 chocolates.
Kar si si aritméticamente 133+2=625y [EI primer grupo recibe 57

sobra 0 133-19=
114 114+2 =57
57+19=7676 +
19=85
85+57=
76 +57 =133

chocolates.
El segundo grupo recibe 57 mas 19
chocolates hace un total de 76
chocolates.

Primero divide 133 entre 2
obteniendo un resultado incorrecto.
Después decide restar a 133 los 19
chocolates mas que recibi6 el
segundo grupo y después hace la
division. Suma al resultado los 19y
después vuelve a sumar 19, y deja
indicada la operacion 85 +57, quiza
se da cuenta que la suma rebasa los|
133, revisa sus procedimientos Y|

finalmente suma 76 + 57 =
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133

En su respuesta llama la atencion
"...mas 19 chocolates hace un total
de 76 chocolates” comprendi6 que
el segundo grupo recibe 19
chocolates méas que el primero.

Gui

p.c

no

aritméticamente

TU
0]00 T

Th T

No termina la primera operacion,
quiza porque reflexional
nuevamente el problema y decide
hacer las otras operaciones.

Talvez el alumno si entendid el
problema, hizo
aritméticamente las
operaciones correspondientes pero
no enuncia el resultado.

Emi

no

no

aritméticamente

66 +67= 133

Primer grupo = 66

Segundo grupo =67

No sabemos de donde obtuvo esos

resultados.
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El segundo problema que se jes planted a los alumnos fue el siguiente:

En una tlapaleria me venden la lata de pintura $ 31 méas barata que en otra, de tal manera que con la misma cantidad
de dinero, en la primer tlapaleria puedo comprar cinco latas mientras que en la otra solo puedo comprar cuatro. ;A
cuanto me dan-la lata de pintura en la primer tienda?

1.

2.

3.

La respuesta es $ 124

Una alumna hizo las siguientes operaciones con los datos que se le
dieron.

Os
en 30

2_Y
30

Un alumno multiplicd 31 por 2 y escribid como resultados $31 y $62

Un alumno multiplicdé 31 por 4 y el resultado que obtuvo lo dividid entre

5
3 \
PP T
9 H

. Una alumna multiplicdé 31 por 5 dandole como resultado 155, pero encima

de este escribe 124. Ya habia escrito 155 entre 4, pero cambia los
nimeros por 124 y 5 respectivamente.

3t 7 .
A-5 \a
$ ol L

Hubo diez alumnos (un 40% del total) que sbé6lo dividieron 31 entre 5

o
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6. Cinco alumnos (20 % del total) dividieron 31 entre 5 y 31 entre
4, aunque dos de ellos no hicieron la Ultima divisién correctamente.

la primer tienda? L
k0 dVo\ ftﬁsl;ﬂ
30

CRER
10 KO 0

©

7. Otro alumno da como resultado 52, pero no sabemos como procedidé para
obtener ese resultado ya que no presenta operaciones.

13-A$5" >4 P/n-tC'ro

Cabe mencionar que nadie resolvi el problema satisfactoriamente y que cinco estudiantes lo dejaron sin
contestar lo que equivale al 20% del total. Esto nos muestra que los alumnos no entendieron el problema; no lograron
obtener el valor de la incognita; procedieron a su resolucion aritméticamente y no plantearon ninguna ecuacion.

En este tipo de respuestas que los alumnos dan podemos ver que nadie comprendié el problema. Manipulan
todos o algunos de los datos que se le dieron (31, 4 y 5) pero sin respetar las condiciones del problema.

Talvez si los alumnos hubiesen tenido la oportunidad de desarrollar diferentes actividades dénde pudieran
pasar de una situacion o enunciado a su expresion simbolica y operar con ella —como lo marca el programa— les
hubiese sido facil darse cuenta de la forma como las condiciones de un problema se traducen en una ecuacion.

Si queremos lograr un aprendizaje significativo del &lgebra es necesario que los simbolos y operaciones
algebraicas se introduzcan a partir de situaciones familiares.

En la resolucidon de este problema vemos como los alumnos se encuentran aun en el estadio de las
operaciones concretas ya que tienen dificultades para enfrentarse a relaciones de segundo orden y a relaciones
existentes entre relaciones.
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Problema 5) En una tlapaleria me venden la lata de pintura $31 mas barata que en otra, de tal manera que con la misma cantidad de dinero, en la
primer tlapaleria puedo comprar cinco latas mientras que en la otra sélo puedo comprar cuatro. ;A cuanto me dan la lata de pintura en la primer

tienda?
Nombre del |Entendié| Lo Despejo Encontro el Qué operaciones hizo Que da como Observaciones
alumno | proble-|resolvié|  Procedi6 a su l2incdg- | jsa correcta | Valor dela resultado
ma solucién Plante6 una| nita mentelas | incognita
aritméticamente 0 | ecuacién operaciones
algebraicamente |lineal (cual) inversas
Liz no no |aritméticamente - - - - 31-5=6.2 A6.2
IAla - - - - - - - . - -
Cri no no |aritméticamente ) 31-5=6.2 Resultado 6.2 Escribe operacién y abajo hace las
) ) 31-4=7.75 operaciones. Escribe resultado y ahajo
lo coloca.
Mar ) no i ) R = A$52 lalata de
pintura Ignoro de donde saco este resultado.
Sabe que se trata de pesos (.$)
Sam - - - - - - - - - -
Se! no no [|aritméticamente ) ) 31x5=124 )
i i 124-5=2438 i
Rol En la primer No presenta operaciones, posiblemente
tlapaleria lu latita de |6.20 lo obtuvo de dividir31-5=6.20
pintura cuesta $ 6.20 |6.20, s6lo ve como datos 31 y5,y
aunque sabe gee se trata de pesos, no
ve larelacion que hay entre ellos
(condiciones del problema)
Ber no no [aritmeticamente Hizo tanteos, [En la primer tienda laTurna la cantidad de $31 como el total
A+4+4+4+4=6+6+6 + 6 lata la dan a $6.20|de la compra de las latas, no como que
' centavos. En  lalcada lata cuesta treinta y un pesos mas
+ 6=; segunda tienda la dan|barata en una tienda que en la otra.
62+62+62+62+62 o a $7.20 centavos.
31.0;
7+7=14, T+7=14,
14+14=28; 8+8=16,
8+8=16,
16+16=32;
7.30 +7.30 + 7.30;
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7.20+7.20+7.20+7.20
=14+14 y
-20+.20+.20+.20 - 28.80

seria
multiplicado

Moi - - - - * -
Sha no no |aritméticamente 31-5=6.2 R =$6.2 pesos cada [Primero da como resultado $3 1, lo
6.2+6.2+6.2+0.2+6.2 = 31.0una tacha; luego R = 6.2 tacha ci 6.2;
finalmente escribe R = $ 6.2 pesos
cada una
Jor no no [aritméticamente 31=5=6.20 R=%$6.20 Entre las dos operaciones que hizo
31-4=775 escribio:
“y después dividi”
hne no no |aritméticamente R =6.2 pesos cada  [Primero escribe R = 6.2 cada uno,
31=4=7.7531-5=6.2 una después tacha ”cadu uno” y escribe”
6.2x5=31.0 pesos cada una”
Ada - - - *
Eiv no no |aritméticamente 31=5=6.2 R=7.75
31-4=7.75 Toma la cantidad de $31 como el total
de la compra de las latas, Olvida que
cada lata cuesta treinta y un pesos mas
barata en una tienda que en la otra.
Agu no no |aritméticamente 31=5=6.0 y sobra 1.0. R =$6.0 pesos Coloca el signo de ddlares y enfrente
31=4=7. escribe pesos.
31=2=151
Pat no no |aritméticamente 31 Resultado en 30 pesos
-5 En 5 problemas, de los 6 que contesto,
_4_ escribe: datos operacién y resultado. En
30 éste, escribe tlapaleria, pintura y latas
como datos.
Rey - - - * $6.00 Ignoro de donde sae0 este resultado.
Jav - no - - *» -
\Vic no no [aritméticamente 6.2x5=31.0 Lo méximo te la
7.50x4 =30 darian a 6 pesos que

Como se les indico que no borraran
nada la alumno colocé entre paréntesis
lo que no pudo borrar e indico: “No
'vale lo que esta entre paréntesis”,
quedando su respuesta de la siguiente
forma: “Lo maximo te la darian a 6
pesos que seria multiplicado 6.2 x 5 =3
1.0 (y te sobraria un peso y en la

segunda lo maximo es que cueste
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7.5U siete con cincuenta centavos
7.50 x4 = 30)

Har no no $31y$62 S6lo tomo el $3 1 y lo multiplicé por
) ) 2, $62

San no no |aritméticamente 31=5=6.2 En la primer tienda

cuesta $6.2
Yes no no |aritméticamente 31=5=6.2 A$6.2
Kar no no |aritméticamente 31=5=6.2

6.2x5=31 En la primer tienda se

ladan a $6.2

Gui no no |aritméticamente 31x4=124
124 =5 =24 ysobran 4

Emi no no |aritméticamente 62x5=310

En la primer tienda se
ladan a $62
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Al analizar los diferentes tipos de las respuestas que dieron jos estudiantes en la resolucion de estos dos
ejercicios y de estos dos problemas relacionados con el tema de ecuaciones lineales, nos percatamos que no han
aprendido las nociones y procedimientos fundamentales del algebra. Y que durante todo el ciclo escolar, y tal vez,
durante toda la educacién secundaria los alumnos no tuvieron la oportunidad de desarrollar actividades que los
fueran adentrando al uso de ecuaciones lineales en diferentes contextos, nimucho menos el contacto con problemas
relacionados con las ecuaciones lineales. Tampoco exploraron como las condiciones de un problema podrian
traducirse en una ecuacion. Vemos con gran desilusion que la mayoria no comprende ni ha aprendido la nocion de
ecuacion lineal.

A pesar de que tanto el estudio de las ecuaciones lineales, como sus métodos de solucién y su uso en la
resolucion de problemas se introduce en segundo grado y conocimientos se amplian y complementan en tercer
grado, los alumnos no han logrado consolidar dichos conocimientos y mucho menos los aplican en la resolucion de
problemas. Esto nos permite ver que los alumnos no son capaces de aplicar los conocimientos adquiridos en
aquellos contextos que no le son habituales.

Estas caracteristicas corresponden a un pensador concreto, ya que éste tiene una capacidad de
aprendizaje generalizado limitada, es decir, lo que aprende en un contexto no lo transmite facilmente a otros
contextos. Muy diferente a lo que puede hacer un pensador formal: aplicar las habilidades de razonamiento y solucién
de problemas a contextos diferentes de aquellos en los que los ha adquirido.
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Sistema de ecuaciones lineales

El tema de sistema de ecuaciones lineales se introduce en segundo grado de educacion secundaria con el
planteamiento de problemas que conduzcan a sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas y su solucion
por el método de sustitucion.

Es muy importante que la ensefiaza-aprendizaje de los sistemas de ecuaciones se dé mediante el
planteamiento y la resolucidn de problemas. Asi, los alumnos podréan ver que en algunos problemas no hay s6lo una,
sino varias ecuaciones o condiciones. Para resolverlos se necesita encontrar los valores que satisfacen
simultaneamente todas las ecuaciones. Sin la ayuda del planteamiento y la resolucion de problemas es muy dificil
que los alumnos comprendan por qué en un sistema de dos ecuaciones, las incdgnitas x e y (o cuales quiera que
sean éstas) representan los mismos valores en ambas ecuaciones y, por lo tanto, comprendan tanto el principio de
sustitucion como las otras nociones asociadas a la solucidn de sistemas de ecuaciones.

El principio de sustitucidn, ia exploracion y la construccién de tablas es muy importante en la resolucion de
sistemas de ecuaciones (ecuaciones simultaneas). Para ello, el alumno deberd apropiarse gradualmente de las
nociones de ecuaciones simultaneas y sustitucion algebraica.

En el tercer grado los alumnos seguiran practicando el método de sustitucion para resolver sistemas de
ecuaciones lineales 2x2. Pero ademas se introduciran los otros métodos de resolucion de ecuaciones como son: el
método de igualacion, de suma'y resta y el método gréfico. También se vera el nimero de soluciones de un sistema
dos por dos, asi como algunos ejemplos de tres ecuaciones lineales con tres incognitas (sistemas 3 x 3) y su solucién
por el método de eliminaciones sucesivas.

Cabe sefalar que aunque diversas investigaciones sefialan que se ha observado que los alumnos tienden
a preferir el método de suma y resta para resolver sistemas de ecuaciones lineales, es muy importante que tengan
la oportunidad de practicar los otros métodos y muy particularmente el de sustitucion. Ya que el despejar una de las
incognitas en una ecuacion y sustituirla en la otra es una de las nociones fundamentales no s6lo del algebra, sino
de todas las matemaéticas.®

El objetivo es observar si los alumnos:

a) Se han apropiado de la nocidn de ecuaciones simultdneas y sustitucion algebraica.

b) Sicomprenden el principio de sustitucion, la exploracion y construccion ce tablas

c¢) Siconocen y manejan los diferentes métodos para resolver un sistema de ecuaciones lineales.
d) Ver silos alumnos resuelven el problema aritméticamente o algebraicamente.

e) Asimismo ver sielalumno hace abstracciones y generalizaciones o se mueve en el plano concreto.

Para ello se les planted a los estudiantes la resolucion de un ejercicio y dos problemas.

s Cfr. SEP, 1995; p. 150
110



El ejercicio que se les planted fue el siguiente:

Encuentra los valores de x e y.

2x-y=3
X+y=12

Respuesta: “x “es igual a 5 yes igual a 7

1. Nueve alumnos dejaron sin contestar el ejercicio, equivale a lo que

o)

un 36 % del total de los alumnos en estudio.

2. Hubo quien sumdé y restd los resultados de las ecuaciones que se le
dieron.

VZ-3 -1t
*ﬂi"

Q.X -_3

15 .15

3. Un alumno da los valores de 4 y 3 a "x" e "y" respectivamente y hace
algunas igualaciones incorrectas.

-3

; 'Rs’xb’»
1 Cil

4. Siete alumnos unicamente dieron valores a las incdgnitas tratando de
cumplir la igualdad de cada una de las ecuaciones por separado. Es decir,
no comprendieron que el valor de las incdgnitas era el mismo en ambas
ecuaciones. Dentro de estos siete alumnos, cuatro de ellos hicieron
verdadera ambas ecuaciones; y tres sélo la segunda ecuacidén (x + y =
12) . Hubo
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quien no considerd las incdgnitas o bien les da el valor de 1. Ejemplos:

~S) - 5-5
Q 4 c- |2

5. Un alumno encuentra el valor de x pero de manera incorrecta. Lo mismo
sucede con y. Escribidé las operaciones y = 12 - 3 + 2, y = 12 -5, y =
7. No comprendid que se trataba de un sistema de ecuaciones lineales.

Ix-x -
>+y-12.
Y |% -3<2.

y=i?2.-?

6. También una alumna presenta los valores correctos de x e y, pero cuando
sustituye x cambia el valor de x que es 5 por 2?2

Acidenos 10-7 - 3 - $ X-hf a
3=3

7. Alguien se centra uUnicamente en resolver la primer ecuacidn, aunque lo
hace de manera errdénea: pasa el 3 al otro lado del signo igual y 1lo
multiplica por 2, eliminando las incdégnitas; no obstante al final escribe

X = 2 y hace la comprobacibén también de manera incorrecta.

Al -y-i
= 3

2{1) -(3)= X
g - 3 = 3
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Una alumna, en la primera ecuacidédn hace la conversidn errdnea de 2x por
22, v da el valor de 1 a "y" de tal manera que se cumpla la igualdad. En
la segunda ecuacién sustituye a la x por 22 y a la y por 4%. Todo esto
no la llevd a resolver satisfactoriamente el ejercicio, pero a nosotros
nos permitié ver que dicha estudiante no sabe lo que significa elevar
un numero a la 2da potencia. Se equivoca al obtener el valor de 4¢, en
lugar de multiplicar 4x4 suma 4 + 4. Talvez lo mismo ocurrid con el 27
ya que 2x2=4 y también 2+2=4

7.xcu 57 <51 -12
ufVv --3 1+8 - >i
‘1-1=3
nn.*0
010 Ofo

Dos alumnos trataron de resolver el sistema de ecuaciones a través del
método de suma y resta, pero se equivocaron porque multiplicaron -—
innecesariamente— por otros numeros o signos las ecuaciones: uno de ellos
multiplicd la primer ecuacidn por el signo mas y la segunda ecuacidn por
el signo menos, ademés de que se equivocd al hacer las operaciones; el
otro alumno multiplicé por 1 la primer ecuacidén y por -2 la segunda
ecuacidén y también se equivocd en la realizacidn de las operaciones.

Primer alumno:

6h)2x-y=3 G)LX-J‘Sj
P XAy T

Segundo alumno:

-G>)-3
\2-\= 3
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10. S61lo una alumna resolvid el sistema de ecuaciones, aunque lo resolvid
por tanteo, buscd dos numeros que sumados dieran 12 (segunda ecuacidn)
y luego los sustituyé en la primera ecuacién y operd con ellos
mentalmente.

lo7 —

2x-y=3

xx+yy:12 'ﬂ.- { 7( ‘5

57 / "w
I

\..\

2 y =3 Nl e
=3
lo-*7-3 X4y=1
— (5)+|'7) ='*
3 — 3 12.-1S.

El analisis de las respuestas que dieron los estudiantes en relacidn con este ejercicio nos permitio ver aun
no se han apropiado de la nocion de ecuaciones simultdneas y sustitucién algebraica. Es decir, no comprendieron
que se trataba de un sistema de ecuaciones lineales y que las incognitas x e y representaban los mismos valores en
ambas ecuaciones.

La Unica alumna que resolvio satisfactoriamente el problema lo hizo por tanteo y no empleé ninguin método
de resolucién de un sistema de ecuaciones iineales. Con esio podemos decir que talvez los estudiantes en estudio
sepan que existen diferentes métodos para resolver un sistema de ecuaciones lineales pero no los tienen bien
aprendidos y por lo tanto no los manejan adecuadamente.

El que la mayoria de los alumnos no hayan comprendido que el valor de las incognitas x e y era el mismo
en ambas ecuaciones nos permite ver que los alumnos aun no logran hacer abstracciones y generalizaciones y que
aun se mueven en el plano concreto.

Por otro lado, si tinicamente nos fijgramos en el resultado sin tomar en cuenta el procedimiento diriamos
que los alumnos que dieron las respuestas de los incisos 5 y 6 comprendieron el problema y que lo resolvieron
satisfactoriamente, lo cual no es cierto. De ahi la importancia de ver qué procedimiento sigue el alumno para llegar
aun resultado, el cual nos devela mucho mas que los mismos resultados.
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Ejercicio 7 Encuentra los valores de x ey.
Nombre Encontr6 los Comprendid que las incégnitas Procedi6 a Procedi6 a Comprendié que se | Que método utiliz6 en la
dtrl  |valoresde,re>M| representaban Ins mismos encontrar los encontrar los |trataba de un sistema de| resolucitin del sistema .
alumno valores en ambas ecuaciones valores valores ecuaciones lineales de ecuaciones Observaciones
aritméticamente | algebraicamente .

Liz no Sl no si St suma y resta Multiplico innecesariamente por 1 la primera
ecuacion y por -2 la segunda, lo que hizo que le
diera un resultado erréneo.

Ala — - — - - —

Cri no no no no

) ) Sumoé y rest6 los resultados de las ecuaciones que
se le dieron: 12-3=11 y12+3 =15

Mar | Siperolo si si no no Encuentra el valor correcto de x pero de manera

hace de incorrecta. Lo mismo sucede con y, escribié las
manera operacionesy=12—3+2,y=12~5y=7,
incorrecta ademas no comprendio que se trataba de un
sistema de ecuaciones lineales.
Sam - - — - - -
Sel no Unicamente presenta las operaciones: 2(3) - 3~3y
i i ) ) 6+6=12

Rol — - - - - —

Ber - - - - - -

Moi no si no suma y resta |Multiplico innecesariamente por 1 y -1 las
ecuaciones respectivamente, no manejal
adecuadamente las operaciones inversas al despejar
la incognita.

Sha no no Unicamente da como los valores 1 y6a “x”y 18 y

i 6 a “y". No comprendid6 que el valor de las
incognitas tenia que satisfacer ambas ecuaciones.

Jor no Unicamente coloco con una flecha frente a cada

ecuacion las ecuaciones 2x - 5y =3y
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3,y ~5.Porelotro, escribex+y=12y 6 +
=12

San - - -

Yes - - - -

Kar no Escribe x =5-7=3,x =10,y ~ 2, y por ultimo xO
i ) +2=12

Gui - - — -

Emi no no no Unicamente da los valoresde 1y5a xy 16y 7

para y sin ninguna otra operacion o explicacion.
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El primer problema de este tema que se les plante6 fue el siguiente:

Con $ 310 puedo comprar cuatro pantalones o bien tres pantalones y cinco
pares de calcetines. ¢Cuanto cuesta cada pantalon y cada par de calcetines.

Respuesta: cada pantalén cuesta $ 77.50 y cada par de calcetines $15.50
El propdsito es identificar si el alumno:

a) Entendi6 el problema.

b) Silo resuelve aritméticamente o algebraicamente.

c) Y silo resuelve algebraicamente ver si despeja correctamente la incognita y si usa correctamente las
operaciones inversas.

d) Sihace abstracciones y generalizaciones o se mueve en lo concreto.

Algunas de las respuestas que dieron fueron:

1. Alguien sdélo divididé 310 entre 8 y da como resultado 35.

Al parecer, el alumno sélo sumé los 5 pares de calcetines y los 3 pantalones, lo que le da como resultado 8 y
por eso divide 310 entre 8 Pero ademas de que no da solucidn ai problema, no realiza correctamente la
division, ya que al dividir 310 entre 8, nos da como resultado 38.75

2. Hubo quien ajusto los 310 pesos a los cuatro o tres
pantalones o bien a los cinco pares de calcetines, es decir, separd los
productos y no respeto la condicidén del problema.

5’0 ‘5% 03 ovYoey OSyo esa<r[
po”™-\o.\ov.e3 0(a0
C.r.utn 03 p tios mer * 6" ,
\O3 62.
r - !
sos
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3. Un alumno divide 310 entre varias cantidades. También deja indicadas
dos divisiones: 310 entre 3 (esta la resuelve en una hoja aparte) y 62
entre 5. Da como resultado que cada pantaldn cuesta 44 y cada par de
calcetines 6.2, Si multiplicamos los resultado que dan por 4 o 3 gue
son los pantalones que comprdé nos da un total de 176 y 132
respectivamente y de los 5 pares de calcetines serian 31, que si los
sumamos a 132 nos da un total de 163, muy por debajo de los 310 de los
que nos hablan en el problema. Las operaciones que presenta son las
siguientes’:

Operaciones: Respuesta

310-7=44
310-5=62

625 = 330

310-3=62310-12=25.8

Nos damos cuenta que el alumno al dividir 310 entre varias cantidades no comprendié el problema. Ademas el
resultado de la cuarta operacion es incorrecto. Obsérvese también el punto después del 2

4, Cuatro alumnos sdbélo tomaron en cuenta los tres pantalones y los cinco
pares de calcetines, es decir, no tomaron las dos condiciones del
problema, dando como respuesta: $100 cada pantaldén y $2 cada par de
calcetines.

f.- Ma QanW WcAa ® Ac\a\ ~cn 350 (toes
k- e* t**1 10 foseo

5. Una alumna presenta como resultado: cada pantaldédn cuesta $52.5 y cada
par de calcetines $ 20. No presenta operaciones, uUnicamente resultado.
Pero si multiplicamos 20 por 5 nos da 100 y si a 310 le restamos estos
100 nos quedan 210, que divididos entre cuatro nos dan 52.5

(‘dcl'o [:;arr[ﬁ{fc‘m' .foepl-a Cant! ffz{/ 4@ r'n{zevl‘i YA

(-‘tv,fi.?_.‘i | oevi

&

° Dichas operaciones se trascribieron debido a que el alumno encima unas operaciones con otras y revuelve
operaciones de diferentes problemas y ejercicios. (Todo esto en una hoja a parte de su examen, lo que fue posible
escanear es la respuesta que presenta en su examen).
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Otros cinco alumnos- hicieren algo semejante a lo que hizo la alumna
pero ellos si presentan operaciones. Aungque no resolvieron

6.
anterior,
satisfactoriamente el problema.

Ala hizo lo siguiente:

2
JO co Ja panltfldn cada po de wleeimej $ X >
QJap P ) 500 Ao

Mar yv Emi lo resolvieron de esta manera:

Codo idA-talph
Codo Por da Cc/ICiUnsi- ¢*sU>h e/ por-

65 16 560

Vic y Elv presentan las siguientes operaciones:

C>aVé:AiV“ Tolol
*3 ' 80
20 + >0

% —~To

po>n\o\e¥ X
pesce»

Tanto en la respuesta que se presenta en el inciso 6 como las respuestas que se presentan en el inciso 7,
nos damos cuenta que los alumnos consideraron Unicamente los cuatro pantalones junto con los cinco pares
de calcetines. Separaron las dos condiciones del problema: comprar cuatro pantalones o bien tres pantalones

y cinco pares de calcetines.
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7. Dos alumnas consideraron Unicamente la segunda condicién del problema,
es decir, la compra de tres pantalones y los cinco pares de calcetines
Y presentan los ¢ siguientes procedimientos:

Crujo

. b g
1490 L6 w3

’iflﬁ —5 %

8. Un alumno sumé!® 4 veces: 77.50 lo que le da 310.00 También sumo 5 veces
16, dando como resultado 75 (lo cual es incorrecto'!). Da como
resultados: 77.50 por un lado y sobran 4$ por el otro, pero no especifica
cuadnto cuesta cada pantaldn ni cada par de calcetines. Ademés, obsérvese
el signo de pesos después del 4

11-70

Vs0,00 <

9. Alguien dividen 310 entre cuatro (procedimiento acertado), después al
resultado gque obtiene lo divide nuevamente entre 4 (procedimiento
errbdneo) . Luego resta 77.5 a 310
(procedimiento acertado) y al resultado que obtiene lo divide entre 5
(procedimiento errdéneo y al igual que la operacidn, ya que el resultado
de dividir 232.2 es 46.5 y no 46.45). Finalmente escribe como respuesta:
"cada pantaldn cuesta $19.375 y cada par de calcetines cuesta $46.45)
La alumna en

10 Muy probablemente antes dividié 310 entre 4
1 Sf sumamos 6 veces 16 nos da como resultado 80 o bien si sumamos 4 veces 16 + 10, seria 74
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dicha respuesta da un costo menor a cada pantaldédn que a cada
par de calcetines.

cada par de calcetines?- i .310 taAa fAhloXcM fe
M<X t>2 cocito
3? 26

10. Una alumna divide 310 entre cuatro pero se equivoca al colocar el punto
del resultado de la divisién. Después suma dos veces este resultado y
da como respuesta "cada pantaldédn cuesta $7.75 y cada par de calcetin
$15.5" lo cual es incorrecto. E igual que la alumna anterior da un
costo menor al pantaldén que a los calcetines.

Coi.
fj.',“é’g cU» pov de cokd'n£15 0 |
=%
40

7-75

56

11. Cinco alumnos resolvieron satisfactoriamente el problema, aunque lo
hicieron aritméticamente.

Xi310
V' | _ o
- AR (e watolinele 2% 77.,50C)/
Q_GC;O par de .co\catiﬁes \10\0. p #315.50
3p 232.A
.5 7?._'5# = ib.m

Estos cinco alumnos tuvieron presente las dos condiciones del problema, las cuales satisficieron
correctamente, aunque aun no lo hacen algebraicamente, vemos que tienen estructuras
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de pensamiento mas desarrolladas que los anteriores, aunque aun se mueven en el campo de lo concreto,

Lo que podemos ver a partir del analisis de la resolucion de dicho problema fue que:
Dos aluminas dejaron sin contestar el problema (un 8% del total).

Cinco alumnos resolvieron satisfactoriamente el problema, lo que equivale a un 20 % del total de los
alumnos a los que se les aplicd dicho examen.

La mayoria no comprendié el problema. No identificaron que en dicho problema habia dos condiciones.
Una que era que con $ 310 se podian comprar cuatro pantalones o bien (la otra condicion) tres
pantalones y cinco pares de calcetines. A excepcion de una alumna, los alumnos tuvieron dificultad de
encontrar el valor de los pantalones y los calcetines en dicho problema. Talvez si Unicamente se les
hubiera dado la primera condicion y no la segunda; la gran mayoria hubiera dividido 310 entre cuatro
para obtener el costo de cada pantalon sin ningun problema. Esto nos muestra que los estudiantes no
son capaces de cumplir todas las condiciones de un problema,
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Problema 2 Con $ 310 puedo comprar cuatro pantalones o bien tres pantalones y cinco pares de calcetines. ;Cuanto cuesta cada pantalon y
cada par de calcetines?

Nombre del
alumno

Entendid
el proble-
ma

Lo resol-
vié

Procedi6 a su solucion
aritméticamente o

algebraicamente

Plante6 una
ecuacion lineal
(cudl)

Despejo
laincog-
nita

Usa correctamente
las operaciones
inversas

Encontré el
valor de la
incognita

Qué operaciones hizo

Qué da como resultado

Observaciones

Liz

Si

SI

aritméticamente

310+4=775
77.5t+5=15.5

Pantalones $77.5
Calcetines $15.5

no

no

aritméticamente

22x5=110
50 x4 =200
200 +110 =310

4 pantalones

50 cada pantalén,

22 cada par de calcetines
5 pares

Cri

no

no

aritméticamente

77 x4 =308
103x3 =309
62x5 = 310

Si compro:

4 pantalones cada uno me
cuesta $77 y sobran $2.

3 pantalones cada uno cuesta
$103 y sobra $1,

5 pares de calcetines cada par
me cuesta $62 y no sobra nada

Mar

no

no

aritméticamente

Cada pantalén cuesta $65 y
cada par de calcetines cuestan
$10 el par

Sam

no

58 +78= 136

Sel

si

si

aritméticamente

310+ 4=775
775+5=155

Cada uno de los pantalones
costaron $77.5y los
calcetines $15.5

Rol

no

no

aritméticamente

Cada pantal6n cuesta $100,
entonces de los tres
pantalones sen $300 y tos
calcetines $2 cada unoy de 5
son $10, en total ya son $310

Ber

no

no

aritméticamente

Cada pantalén cuesta $100, en
total son $300 y cada par de
calcetines cuesta $2 en total
son $10

Moi

si

si

aritméticamente

310 + 4 = 39.99 (tacha toda
la operacion) 310 + 2=155

77.50 cada pantalény 15.5
cada calcetin Al parecer en un
inicio, al
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155-2=775
77.5-5=155310+4=|alumno se le dificultd dividir
77.5 310 entre 4, por lo que
procedié a dividirlo entre 2 'y
nuevamente el resultado entre
2. Al final dividié 310 + 4 = 77.5
Sha no no aritméticamente
Comprando 3 pantalones son
270 y cada uno cuesta 90
pesosy los calcetines 8 pesos
el par. Al parecer la alumna
hizo mentalmente los calculos.
Jor si si aritméticamente 310+4=775 $77.50 pantalones
77.5+5=15.5 $15.50 par de calcetines
Ime P no aritméticamente 310+ 4=7.75 Cada pantalén cuesta $7.75
7.75+7.75=15.50 Cada par de calcetin $15.50
Dio un resultado conecto, pero
por casualidad. En lugar de
sumar 2 veces el valor de cada
pantalon, debi6 dividirlo entre 5
(que representa los pares de
calcetines). Dio como resultado
un valor menor a los pantalones
que a ios calcetines.
Ada si si aritméticamente 310 + 4 = 77.5 3p. 232.5 77.5[Cada pantalén vale $ 77.50
+5=15.50 Cada par de calcetines vale  [Observemos la expresion 3p.
$15.50 232.5, seguramente la alumna se
refiere al costo de 3 pantalones
Como podemos ver laalumna
empieza a utilizar un lenguaje
simbolico.
Elv no no aritméticamente 70 x3 =280 Pantalén $70.00 El resultado de ja primera
6x5=230 El par de calcetines $6.00 operacion es incorrecto
280 +30 =310
Agu no no aritméticamente 310+ 7=44 Cada pantalén 44.0 Los
310+5=3262+5= calcetines cuestan 6.2. 'Vemos que el alumno no
310+ 3=62 comprendié el problema.
Divide 310 entre varias
310+12=25.8 cantidades.
Si multiplicamos los resultado
que dan por 4 o 3 que son los
pantalones que compré nos da
un total de 176y 132
respectivamente y de los 5
pares de calcetines
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serian 31, que si los sumamos
a 132 nos da un total de 163,
muy por debajo de los 310 de
los que nos hablan en el
problema.

Ademas, el resultado de la
cuarta operacion es incorrecto.
Obsérvese también el punto
después del 2

Pat - - - *o - - -
Rey no no aritméticamente i 10x5 = 50 Pantalén = $100
Calcetin = $ 2.00
Jav P no aritméticamente Sumo 4 veces: 77.50 = Obsérvese el signo de pesos
310.00, tambiénsumo 5 [Da como resultados: 77.50,  |después del 4
veces 16 = 75 (resultado  |sobran 4% pero no especifica
incorrecto de lasuma)  |cuanto cuesta cada pantalon ni
cada par de calcetines.
\Vic no no aritméticamente Cada pantaion cuesta 70
70x4 = 280 pesos y cada par de calcetines
6x5 =30
280+30 = 310 cuesta 6 pesos
Har no no aritméticamente Calcetines 2$ cada par Obsérvese el signo de pesos
- B Pantalones $100 cada uno después del 2
San P no aritméticamente
310+ 4=77577.5+4= |Cada pantalon cuesta $19.375
19.375310.0-77.5=232.5 |Cada par de calcetines cuesta
232.2+5=46.45 $46.45
Yes no no aritméticamente ) Cada pantalén cuesta $ 52.5,
B cada par de calcetines cuesta
$20
Kar no no aritméticamente Cada pantalén cuesta $ 90
- 270+40 = 310 "
40+5=8 Cada par de calcetines cuesta
OX7 =27 $8.00
Gui no no aritméticamente - 310+8=35 35
Emi no no aritméticamente $65 c/a pantalén $ 10 c/a
B 65x4 = 260 calcetin
10x5 = 50
260+50 = 310
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El segundo problema de este tema que se les plante6 fue el siguiente:

En una funcion de teatro, los boletos de adulto se vendieron a $ 30 y los de nifio a $ 25. Si se vendieron 100 boletos
mas de nifio que de adulto y en total se recaudaron $ 4 700. ; Cuantos de nifio y cuantos de adulto se vendieron?

A continuacién se muestran algunas de las respuestas que dieron los alumnos. Recordemos que éstas
estan ordenadas de un menor a un mayor grado de desarrollo del pensamiento (desarrollo cognitivo en términos de

Piaget).

1. Una alumna coloca como datos teatro vy Dboletos;

operaciones que hace son: 4700 -2 30 = 157 y 4700

las

188. Al final presenta como resultado "de nifios fueron en

total 157 nifios, de adultos fueron 188"

Opc

15 F nifios

3| q?go de ado/fo?

Al parecer la alumna tiene muy arraigado lo de “datos, operacién y resultado”, pero veamos que presenta como
datos: dos palabras del problema que no le ayudan a la resolucion del problema. Olvida las condiciones del problema,
pero ademas, veamos que solo tiene presentes 3 cantidades del problema (4700, 30 y 25) con las cuales opera. La
estudiante procede de manera intuitiva sin tener plena conciencia del procedimiento empleado. Con todo esto
podemos decir que la escolar ni siquiera se encuentra en las operaciones concretas si no que esta ain en el estadio

preoperatorio.

2. Un alumno multiplica 200 por 25, al resultado le resta 300
déndole como resultado 4700 y da como respuesta 200 y 300

Este alumno olvida las condiciones del problema y sélo tiene presentes dos cantidades del
planteamiento (25 y 4700).

3. Una alumna multiplicé incorrectamente 4700 por 30 y por 25.
También divide incorrectamente 4700 entre 100. Aqui la alumna
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da como resultado dos cantidades que al sumarlas nos da los 4700 que se
recaudaron y se olvida de las operaciones que llevd a cabo y de las condiciones
del problema.

bt urdieran S3$4io «ifip3 (

UfiraiOfoA 232odc ad'ilioj

En este caso la alumna tiene presentes las cuatro cantidades que se presentan en el problema,
desafortunadamente al emitir su respuesta, no considero las operaciones que hizo por que Unicamente opera
con dichas cantidades porque tiene que operar, pero sin tener presentes las condiciones de! problema, No
razond plenamente el procedimiento que debia seguir para resolver dicho planteamiento.

4, Un alumno contesta que se vendieron 150 boletos de nifio y 35 de adulto.

- o5 gue eabits
ninto /.De 0R0s Fucten /r"fj e 4;9

1
A 30
35 ofu /fcts : F3o 5
3

¢ O
157 25T

-

iz

Aunque la manera de proceder del alumno no le llevé a contestar satisfactoriamente el planteamiento, vemos
que las operaciones que éste hace ya tienen mas sentido que las anteriores, pero igual olvidé que se vendieron
100 boletos mas de nifio que de adulto En este caso y en el siguiente, vemos que los alumnos quisieron obtener
el nimero de boletos vendidos por tanteo,

5. Un alumno contestd que se vendieron 116 boletos de nifio y 60 de adulto.
S6lo cumple con una de las condiciones del problema, que es lo recaudado

y olvida las demés.

¢Pe UG éae
GO de Aclu Hos
0 0 XV00 Y ‘
2 2/\2-— 6. Tres alumnos contestaron que se

vendieron 100 boletos de nifio y 73 de
adulto. Dos de ellos no presentan ninguna operacidén y escriben ademés
que sobran $10. El1 otro presenta las siguientes operaciones:

«5 fe «feA'o I» de-"""»
Ael

124



106 .
ofendi ¢joC
9200 VICO

Aqui cabe hacer la observacién de que si multiplicamos 73 por 30 nos da un total de 2190 y no de 2200 como
lo presenta este alumno, Lo més seguro es que esos "10" que los otros dos estudiantes dicen que sobran tengan
alguna relacién con esto,

Tres alumnos contestaron el problema sin presentar operaciones. Las
respuestas que dieron son: 200 de adulto y 150 de nifio; 66 de adulto y
100 de nifio; y por ultimo 35 de adulto y 150 de nifio. Si multiplicamos
dichas cantidades por el costo de los boletos tenemos que:

Adultos 200 66 35
Nifos 150 100 150
op 200 x 30 = 6000 66 x 30 = 1980 35x 30 =1050
150 x 25 = 3750 100x25 =2500 150 x 25 = 3750
ERA
¢ 6000 1980 1050
(o + 3750 + 2500 + 3750
NE 9750 74480 4800'
s

Probablemente estos tres estudiantes consideran el costo de los boletos, pero en el segundo caso el alumno procede
adecuadamente cuando multiplica 100 x 25 = 2500, pero olvida las demés condiciones del problema, En el tercer
caso el alumno se aproxima a la cantidad total recaudada, pero igual, no tiene presente todas las condiciones del
problema.

Un alumno multiplica 100 por 25 déndole como resultado 2500 y que
corresponde a los 100 de boletos més de nifio que se vendieron en
comparacién con los de adulto. Después resta 2500 a 4700 obteniendo como
resultado 2200. Hasta ahi el alumno procede correctamente, pero olvidd

las otras condiciones del problema. Da como respuesta que se vendieron
2200. Si
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multiplicamos 2200 por 25 (que es el costo menor de los es
boletos) nos da como resultado 55000, que una cantidad mucho
mayor a los 4700 que se recaudaron.

A partir de esta respuesta vemos que los alumnos parten del costo de los boletos de nifio y de los 100 boletos méas

1O O Ly 7 g
L 25, 5.2
soC g3 00
e ‘_v):_;) (‘-3_‘

que se vendieron de nifio.

9. Una alumna hizo las mismas operaciones que el alumno anterior, pero ademéas
multiplicé 100 por 22 para justificar los 2200 que le dieron al restar
2500 a 4700. No cumplidé las condiciones del problema, ademds de que los
boletos de adulto no cuestan $22

\'SeyerxVo'\i’l1lcoY'

Xx23 _iSoo \t?022.
6~ 20°
200
25 — ¢ 2.0n

10. Un alumno resta 2500 a 4700, al resultado lo divide entre dos
obteniendo la cantidad de 1100 que divide entre 25 y 30 y le da como resultado
44 y 36, respectivamente. Después multiplica 44 x 25 — 1100 y 36 x 30 =
1080. Suma 1100 a 2200 lo que le da 3300 y luego suma 1080 a esta cantidad
obteniendo la cantidad de 4380 4700. Encierra el 44 y 36 de las divisiones
que hizo como si indicard asi ia respuesta al planteamiento. Al final olvidd
que se vendieron 100 boletos més de nifio que de adulto.

25090 1100 <
2{1700

4100 é‘% Zsl\éc @1 1L00
"2509° °9 100 200
L2200 o 44 0 . 20

1\ O\ ¥is )

3350 G Zzo; v‘;’a ?353

NE? 108 Tg3g e

5}3
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11. Podriamos decir que otro alumro' procedié de la misma manera que el
alumno anterior, al menos hasta la divisién de 1100 entre 30 y 25, aunque
en la primera divisién el resultado es incorrecto. También olvidd que
se vendieron 100 boletos méds de nifio que de adulto.

/0D H 7cc> 30li;c>0
cMr nbo fuL
&L

0611/&0 loo 'Tio JObti6 o'
y bo? oh Ciro

12. Tres alumnas fueron las que contestaron satisfactoriamente el problemal?.

1*0 belfl-et: ~KhnO=  » ;300 “17-

A qQ 3406 O
100 ni . lloa ] N
3100 *Tp 1

Afganos posibles procedimientos para llegar a la solucion del problema, podrian ser:
1) Por tanteo:

Calculando algunas cantidades cualquiera, pero seria muy tardado y poco efectivo.

2) Aritméticamente:
100 4700 1100  3e30i00 44 44
X25  -2500_  2)2200 ) o0 29100 k3 A0x30=1200
500 2200 02 —1380 80 140x25 = 3500
200— 20020
2500 00 40 1200 +3500 = 4700
00 2)80
0 0

12 procedieron a su resolucidn aritméticamente, de manera semejante como se muestra en el procedimiento
aritmético que los alumnos podrian seguir para llegar a la solucion del problema. Sélo que las tres hicieron las
operaciones en una hoja aparte, que no escaneamos aqui porgue no tenian orden y porque Ja hoja estaba arrugada.
Y cuando las escaneamos nos percatamos que no se apreciaba bien dicho procedimiento y més si en cambio se
veian los dobleces de las hojas. Tampoco las transcribimos porque consideramos que iba hacer repetitivo, En €]
examen solo presentan la comprobacion y la respuesta a la que les Ilevd dicho procedimiento.
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3) Algebraicamente:

30x + 25x + 25(100) = 4700 L
55x + 2500 = 4700 Comprobacion:

55x = 4700 -2500 _
= 30x + 25x + 25(100) = 4700
55x = 4700 -2500 30(40)+25(40) + 25(100) = 4700

ff);:o 2200 1200 + 1000 + 2500 = 4700
A 55
X =40

La respuesta es: se vendieron 140 boletos de nifio y 40 de adulto.

El analisis de los procedimientos que llevaron a cabo los alumnos para dar solucidn al problema nos permite
decir que:

Seis alumnos dejaron sin contestar el problema, lo que equivale a un 24 % del total de los alumnos en
estudio. Dieciséis lo contestaron mal (64%). Y tres lo contestaron satisfactoriamente (12%).

Todos los alumnos resolvieron (bien o mal) el problema aritméticamente, es decir, no plantearon ninguna
ecuacion lineal para llegar a la resolucion de dicho planteamiento. Por lo tanto, no pudimos ver —en este problema—
si despejaban correctamente la incognita y si hacian el uso correcto de las operaciones inversas,

Los alumnos no emplean el lenguaje algebraico en la resolucion de problemas, a pesar de resolver varios
ejercicios de ecuaciones lineales y sistema de ecuaciones lineales en el salon de clases, no lograron aplicar dichos
conocimientos en un contexto diferente, lo que les hubiese permitido moverse en el campo de la formulacion,

También se les dificultd tener presentes todas las condiciones del problema e identificar la relacién que habia
entre éstas,

Cabe sefialar que el resolver un problema por tanteo implica mas trabajo y conlleva un porcentaje mayor de
error que si se resuelve algebraicamente.

El manejar adecuadamente expresiones algebraicas permite al sujeto elaborar, poco a poco, situaciones
abstractas hasta llegar a la obtencién de una formula que le permita resolver un cierto tipo de problemas.
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Problema 6 En una funcion de teatro, los boletos de adulto se vendieron a $ 30 y los de nifio a S 25. Si se vendieron 100 boletos més de nifio que de
adulto y en total se recaudaron $ 4 700. ;Cuantos de nifio y cuantos de adulto se vendieron?

Nombre del Entendi6 | Lo resolvié Procedio a su Despejo Usa Encontro el|Qué da como resultado Observaciones
alumno oy proble-| satisfacto- solucion Planted una| laincog- | correctamente | valor de la
ma riamente aritméticamente 0 | ecuacién nita |las c_)peraciones incognita
algebraicamente lineal Inversas
(cudl)
Liz no no  pritméticamente 2500 Hace varios tanteos, da varias cantidades a los boletos |
) ) ) ) 2640 los multiplica por 30 y 25

Ala - *. - — - -

Cri no no  pritméticamente Resultado La alumna hace tanteos, da cantidades a los boletos, los
Se vendieron 116 demultiplica por el costo de los boletos y suma ambos
nifos y 60 de resultados. Y asi sucesivamente hasta que cree obtener el
adultos resultado, donde olvida que se vendieron 100 boletos mas

de nifio que de adulto.

Mar no no  [aritméticamente R =Se vendieron |En un inicio el alumno tenia presente que se vendieron
39 boletos de adulto|100 boletos mas de nifio, multiplica 100 x 25 = 2500,
y 144 boletos de resta: 4700 - 2500 = 2200, luego divide: 2200 2 = 1100,
adulto 1100¢-30%39 (resultado incorrecto) y 11004-25-44, pero

al final lo olvida. El error en el procedimiento de
resolucion se presenta en las tres ultimas operaciones.
Ademas al dividir 1100 4- 30 da como resultado 36 y no
39.

Sam no no  [ritméticamente Se vendieron 2380
de nifios Se La alumna hace muchas operaciones con los nimeros que
vendieron 2320 de |aparecen en el problema y con los resultados que obtiene,
adultos los cuales no son todos correctos.

Sel no no aritméticamente

) ) "~ [Se vendi6 la misma i
cantidad de boletos

Rol - - - - - —

Ber no no ari miélicamente — - Boletos de nifio
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fueron 100 boletos los
que se vendieron
Boletos de adultos
fueron 66 boletos
fueron los que se

vendieron -
Moi no no aritméticamente 44.
36.
El alumno resta 2500 a 4700, al resultado lo divide entre dos
obteniendo la cantidad de 1100 que divide entre 25y 30 y le da
como resultado 44 y 36, respectivamente. Después multiplica 44 x
25 =1100y 36 x 30 = 1080. Suma 1100 a 2200 lo que le da 3300
y luego suma 1080 a esta cantidad obteniendo la cantidad de 4380
t 4700. Encierra el 44 y 36 de las divisiones que hizo como si
indicara asi la respuesta al planteamiento. Al final olvidé que se
vendieron 100 boletos méas de nifio que de adulto.
Sha si aritméticamente Hace la comprobacion, pero no la forma de como obtuvo
R =se vendieron |los resultados.
140 boletos nifios y
40 de adultos
Jor no no aritméticamente R = 150 nifios
R =35 adultos
Ime si aritmeticamente 140 boletos de
) nifios y 40 de Hace la comprobacién, pero no presenta los
adultos procedimientos que le llevaron a resolver el problema
Ada si si aritméticamente Borra el procedimiento que la llevo a obtener el resultado,
Pv = 140 boletos de [pero todavia se ve, y deja Unicamente la comprobacion
nifio y 40 de adulto |que hizo de sus respuestas.
Elv - - - - *
Agu no no aritméticamente 150 nifios
35 adultos
Pat no no aritmeticamente Resultado de nifios [La alumna coloca como datos teatro y boletos, las

fueron en total 157
ninos

operaciones que hace son: 4700 30 = 157 y 4700 4-25=
188
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de adultos fueron
188

Rey - - - -
Jav no no aritméticamente 73 adultos, 100 [El alumno no presenta operaciones. Al parecer, la
nifios, sobran 10 $ |expresion “sobran 10S”, fue dada de multiplicar 73 x
30- 2190 y 100x25 = 2500, sumo las dos cantidades
resultantes y le dio 4690, para 4700.
Vic no no aritmeticamente Ignoro de donde saco este resultado. No presenta
R =200 de adultos |ninguna operacion.
R =150 de nifios
Har no no aritméticamente R-200y 100 El alumno multiplicé 200 x 25 - 5000 y resto a este
resultado 300 para obtener 4700

San - — - —

Yes no no aritméticamente De nifios se La alumna no presenta operaciones. Al parecer, la
vendieron 100 expresion “sobran $10”, fue dada de multiplicar 73 x 30
boletos - 2190 y 100 x 25 - 2500, sumo las dos cantidades
De adultos de resultantes y le dio 4690, y los resto a 4700
vendieron 73
boletos Sobraron
$10

Kar no no aritméticamente Se vendieron 73 de |La alumna presenta lo siguiente:
adulto y 100 de 73 sena 2200, 100 seria 2500, total 2500 + 2200 - 4700,
nifio haciendo un  [como una forma de corroborar que tiene razén, pero
total de 173 olvida la condicién del problema. Ademas 73 x 30 no es

igual a 2200

Gui no no aritméticamente El alumno multiplica 100 x 25 = 2500 y suma 4700 +
Se vendieron 2200 (2500 = 2200 (resultado incorrecto)

Emi - - - -

131



Como ya sabemos, la curricula de matematicas de educacion secundaria contempla el tema de sistema de
ecuaciones lineales desde el segundo grado con el planteamiento y la resolucién de problemas que conduzcan a
sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas y su solucion por el método de sustitucién. Nos percatamos
con gran desilusion, tanto en la resolucion de este ejercicio y estos dos problemas como en el cuaderno de apuntes
de los alumnos, que el tema de sistema de ecuaciones no fue presentado a los alumnos mediante el-planteamiento
y la resolucién de problemas aunque asi lo marque el programa y su enfoque y que los estudiantes:

a) No se han apropiado de las nociones de ecuaciones simultaneas y sustitucion algebraica.

b) No han aprendido los métodos de resolucion de ecuaciones como son: el método de igualacion, de sumay
resta y el método gréfico.

¢) No comprenden el principio de sustitucion, la exploracion y la construccion de tablas.

d) No saben resolver problemas algebraicamente.

e) No plantearon una ecuacion lineal, lo que no nos permitié6 darnos cuenta si despejaban correctamente la
incgnita y si hacian el uso correcto de ias operaciones inversas.

Recordemos que la importancia que tiene relacionar este tema' con el planteamiento y la resolucion de
problemas radica en que por medio de esto a los alumnos les sea mas fécil percatarse de que en algunos problemas
no hay solo una, sino varias ecuaciones (condiciones) que tienen que satisfacer simultdneamente.

Los estudiantes ain no logran hacer abstracciones y generalizaciones todavia se mueven en el plano
concreto. No son capaces de cumplir todas las condiciones de un problema porque sélo ven relaciones limitadas e
inmediatas con escasa conciencia de las interrelaciones. Lo que tes ocasiond grandes dificultades al enfrentarse a
relaciones de segundo orden y a relaciones existentes entre relaciones (caracteristicas todas éstas de un pensador
concreto).

Cabe mencionar que las diferentes respuestas que dieron los alumnos estédn en orden ascendente y
obedecen a estadios cada vez méas avanzados en el escolar. Recordemos que un estadio es un mecanismo de
regulacion encargado de mantener un cierto estado de equilibrio en los intercambios funcionales que se producen
entre la persona y su medio fisico y social.

También podemos destacar que el orden en que se presentan dichas respuestas va de una equilibracion
menor a otra méas progresiva. Dicho con ofras palabras: el orden de estas respuestas nos permite ver un desarrolio
cognitivo mas completo e integrador y con mayor flexibilidad.

PRODUCTOS NOTABLES Y FACTORIZACION
En segundo afio de educacion secundaria los alumnos tuvieron la oportunidad de hacer operaciones con
monomios y polinomios. En tercer grado el plan de estudios contempla operaciones con expresiones algebraicas y

productos notables y factorizacion.

En dicho plan se sefiala la importancia de que el alumno aprenda hacer la extraccion de un factor comun,

1Y todos ios deméas temas del Plan de Estudios de Matematicas y las demas asignaturas conforme al enfoque construtivista.
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asi como la obtencion de productos notables y sus aplicaciones al calculo numérico y la factorizacion de polinomios
de segundo grado.

Los productos notables que se estudiaran son:

a) (x+a)?=x+2ax+a?
b) (x-a)?-x?-2ax + a?
c) (x+a)(x-a)~x*a?

d) (x+a)(x +bj- x?+(a +b)x +ab

También se recomienda que el calculo de productos notables y la factorizacion de polinomios no se traten
por separados, el proposito es que los alumnos comprendan que se trata de procesos inversos y utilicen desde el
inicio los productos notables para factorizar polinomios. '

El objetivo es observar si los alumnos:

a) Saben hacer operaciones con polinomios.

b) Han aprendido a extraer el factor comun de un polinomio.

¢) Cuentan con la nocion de productos notables y factorizacion.

d) Logran la obtencion de productos notables.

e) Aplican los productos notables a! calculo numérico y los utilizan en la resolucién de problemas.

f) Saben hacer la factorizacion de polinomios de segundo grado.

g) Conocen y aplican la regla o formula de cada uno de los productos notables o llevan a cabo el algoritmo.
h) Realizan correctamente la jerarquia de operaciones y el uso de paréntesis.

i) Efectuan correctamente la simplificacion de términos.

Para el tema de productos notables y factorizacion se les pidié a los alumnos que resolvieran un problema
y Seis ejercicios.

El primer ejercicio de este tema que se les plated fue:

14 Cfr. SEP, 1995. p. 199
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Realiza la siguiente operacion y simplifica el resultado: 2x2 + (3x+ 1)? =

El resultado es 11x2 + 6x + 1
1. Hubo quien sélo iguald la expresidn a 2
2. Alguien la igualé a 10x°
3. Una alumna da como resultado 4x° + (9x3)

4., Hubo quien eliminé el paréntesis, después sustituyé al 2x? por 8, al 3x
por 3 y al 1% por 4. Posteriormente sumé estos numeros. Coloca el
dividendo tres a la suma y presenta como resultado x? igual a 5

VHr 15

5. Alguien al parecer obtuvo el cuadrado de los numeros que se le dieron
(2, 3 y 1); no desarrolla el binomio y al final da como resultado 14x =
7, lo cudl seria correcto si x es igual a

6. Un alumno sumdé los coeficientes sin considerar la x. Da como resultado
62 = 3% lo cudl es incorrecto.

22X+ (Bx+ 1) =6-i

Al

7. Otra alumna suma 2x? + 3x + 1 dando como resultado 6x?
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eliminando el paréntesis no y el exponente 2 del binomio, aunque
hizo bien la suma.

axer @ iyits [T AS 4% 3X +m ) 43A VI (A*
3AVI3*-M f3* -V I
Ve V+ 3Af 3 A / /x5 V3*
+ t3x 1 I

Al hacer el anélisis del ejercicio nos percatamos que:

Once alumnos dejaron sin contestar el ejercicio, lo que equivale a un 44% del total. Trece (un 52%) lo
contestd mal y Gnicamente una alumna (4% del total) lo contest6 parcialmente correcto.

Salvo la alumna de la que hablamos en el inciso catorce, todos los demés alumnos en estudio no realizaron
correctamente la jerarquia de las operaciones, el uso del paréntesis y las leyes de los exponentes. Esto nos deja
claro que los alumnos no se han apropiado de estos conocimientos, Tampoco cuentan con la nocidn de productos
notables y factorizacion. Nadie desarroll6 correctamente la expresion algebraica (3x +1)2 ni mucho menos manejan
eficazmente la regla (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 Ninguno llevd a cabo correctamente la simplificacion de términos.
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10.

11.

12.

13.

14,

Alguien cambia a la x por el exponente 2 y se olvida de los exponentes
y de desarrollar el binomio al cuadrado.

IV«tu-m

Una alumna sustituyé el binomio al cuadrado por 6x? en lugar de
desarrollarlo. Ademds al sumarlo al 2.x° presenta como resultado 8x* lo
cudl es incorrecto y lo iguala a 4x¢ y a 2xf al parecer fue obteniendo
la mitad tanto del coeficiente como del exponente.

2% + (3xH)’ = 8x™' Hx! 2*

Alguien duplicd el 2 y el 3 y tampoco desarrolla el binomio al cuadrado.

Un alumno elimindé el paréntesis y el 1, ademds pasa el 2 del binomio
coeficiente @l cuadrado a uno solo de sus 3x). Suma 2x° + 3x? y da
términos (al como resultado 5x°

Un alumno lo igualé a 5x* + 1, al parecer sumbé exponentes las y los
sin desarrollar el binomio al cuadrado.

Otro més sumd por separado los términos que tenian x como si fueran
términos semejantes y coloca a la x el exponente 2. Tampoco desarrolld
el binomio al cuadrado.

Sxbr

Unicamente una alumna desarrolldé el binomio al cuadrado, aunque se
equivocd al hacer la suma de los términos semejantes y al sumarlo al
2x?; indica la suma de toda la expresién pero
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Ejercicio 8a Realiza las siguientes operaciones y simplifica el resultado a) 2x2 + (3x + 1 )2 -

Nombre dell Obtuvo ni Realiz6 Creniacon la | Desarroll6 correctamente la expresion | Reaiiza el Simplifico | Qué da como Observaciones
alumno res Hitado |correcta m_en te| nocionde al gebraica (3X_ > a_lgoritmo 0 maneja Reali_zé corr,ectamente' el resultado resultado
correcto |las operaciones|  productos eficazmente la la jerarquia de las
notables y reglata*b) =+2ab- | operaciones yel uso
factorizacion b’ del paréntesis
Liz no no no no. sélo pasa el exponente dos como no 5X" + j
exponento de la x Seguramente, el exponento 2 que afectabal
a la expresion 3x + 1 lo tomé como
exponente de la x. sin elevar al cuadrado
toda la expresion, y de ahi obtuvo 5x"
Ala - - - - - - - - -
Cri no no no no. sélo pasa el exponente dos como X-=5
exponente del | El exponente 2 que afectaba a la expresion
3x T 1 lo paso como exponente del I. sin
elevar al cuadrado toda la expresion
Mar no no no no - - - 5x2 + |
Sam - - - - - - -
Sel no no no no. s6lo obtuvo el cuadrado del 3 yel 1. y| 7 Las operaciones que escribe son: 4x + j
se olvido de lax, y de la regla (a -i- b)2 = (a-1)=M4x=" i
a?-i-2ab+ b
Rol - - - - - - -
Ber - - - - - - - - -
Moi no no no no. solo posa el exponente dos como 2x+3x2=?%*  |sflo pasa el exponente dos como
exponente de la x exponento de la x y se olvida
completamente del uno, y de la regla (a +
b)2 = a2 4- 2ab + b?
Sha - - - - - - -
Jor - - - - - - - - -
[me - - - - - - - - -
Ada pe no no se equivoca al sumar los términos Lo realiza no. al resultado | si.pero [11x2+3x+1
que obtuvo de | incorrecta Primero procedi6 a desarrollar el binomio
elevar el binomio|  onte al cuadrado (pero se equivocé al hacer la
al cuadrado suma suma). Posteriormente  suma  este
2x2+3x+1
resultado a 2x2 3x + 1. lo que nos muestral
que no hizo el uso correcto de los
paréntesis
Elv no no no 8x* Escribe, en frente de operacién. 8x* =4.x
= 2X (es decir, va sacando la mitad, tanta|
del exponente como del coeficiente); por
otro lado escribe: 6x2 + 2x3 ~ 8x" y da
como resultado 8x*
Agil no no no DO no 4x2+6x-1  |seguramente, solo multiplicé por 2 a 2x:.

3X. 1, sin considerar los
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paréntesis ni el ex ponente 2

Plit

nn

no

no

no

no

6x2

Suma 2x2 4+ 3x + ! = 6x2

Rey

no

no

ncf

no

no

42+ (9% 3)

Suma 2x* + (3x + 1)2

A+ 62

6x2 + (9x 3)
Aqui nos podemos percatar que no tiene el
concepto de términos  semejantes,

simplificacion de

ténninos, factorizacion, un ndmero al
cuadrado, binomio al cuadrado, ni el uso
adecuado de ios paréntesis

Jav

Vic

no

no

no

no

no

14

Las operaciones que hace son:

(29 +((3)2+1)=14,4+9 +], olvidd por
completo la x. Tiene el concepto de un
nimero al cuadrado, pero no tiene el
concepto de  ténninos  semejantes,
simplificacién de ténninos, factorizacion,
un ndmero a! cuadrado, binomio a!
cuadrado, ni el uso adecuado de los
paréntesis

Har

no

no

no

no

no

62

Las operaciones que hace son: 2x2 + 3x + |
= 62, es decir, no tiene el concepto de
ténninos semejantes, simplificacion de

ténninos,
factorizaciéon, un numero al cuadrado,
binomio a! cuadrado, ni el uso adecuado
rie los paréntesis

San

Yes

Kar

no

no

no

no

no

IOxt

S6lo escribe 10.x! como resultado. No
tiene el concepto de ténninos semejantes,

simplificacion de
términos, factorizacién, un numero al
cuadrado, binomio al cuadrado, ni el uso
adecuado de los paréntesis

Gui

Emi

no

no

no

no

no

S6lo escribe 2 como resultado. No tiene el
concepto de términos  semejantes,
simplificacion de ténninos, factorizacion,
un ndmero al cuadrado, binomio al
cuadrado, ni el uso adecuado de los|

paréntesis
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El segundo ejercicio es:

Realiza la siguiente operacion y simplifica el resultado: (5x - 3)2 - (2x + 1) (2xl) = |

El resultado es 21x? - 30x + 8
Estas son algunas respuestas y procedimientos que dan los alumnos:

1. Algunos alumnos dieron como resultado un numero natural/ un monomio ' o un
binomio, sin presentar ninguna operacidén o procedimiento. Los resultados
que dieron son: 6, 22x, 2x, 2x? y 9x*+ 5

2. .Un alumno creyd desarrollar el binomio al cuadrado escribiendo el cuadrado
de cada uno de los términos del binomio y olvidando el exponente 2 de la x.
También cambia los paréntesis de la multiplicacidén de binomios con un término
comin pon el signo de la multiplicacidédn. Por Gltimo hace—incorrectamente—
' la
simplificacién de términos.

(5x-3)%-(2xt1) (2x-1)=20%-9

Cbx’- -(ixt-1)
25x-0 -9UH XZx-1

3. Un alumno elimindé los paréntesis. Quitd el exponente 2 a la x. Colocd el
exponente 2 al 3. Y finalmente hizo —incorrectamente— la simplificacidén de
términos.

4. Una alumna eliminé por completo las x. Ademéds, al parecer, en lugar de
desarrollar el binomio al cuadrado uUnicamente multiplicé 5 por 3 y elevd al
cuadrado el resultado. Con los otros dos binomios restantes suma, en el
primero, 2 mds 1 y el resultado lo eleva al cuadrado; y en el segundo,
escribe el 2 elevado a la segunda potencia. Después indica la resta de estos
tres numeros al cuadrado y procede a obtener dichos cuadrados y a restarlos,
pero lo hace errbdneamente, ya que 15 al cuadrado es igual a 225. Ademés
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de tener este resultado mal, al restar lo hace errdneamente, ya que si
restamos 825 menos 9 es igual a 816 menos 4 es igual a 812

855-7 - 8?2, v
aZl

Una alumna eleva tanto el 5x como el 3 al cuadrado y al parecer
suma el 2 y el 1 de los siguientes binomios y todo indica que
procedidé a restar 25 menos 9 y tres menos tres y por Ultimo restd
ambos resultados (l6- 0). Al final iguald 16 a 4, lo cuédl es
incorrecto.

Otra alumna elimina los paréntesis. Luego obtiene el cuadrado de 5x, 3, 2x,

1, 2x y 1 (25%%, 9 y 4x, 2, 4x y 2; aunque estos cuatro
(o] o} 1S4
ultimos son incorrectos). Después escribe 46x" +  2xN = ,

probablemente el 46 lo obtuvo de sumar todos los coeficientes, el 184 de
multiplicar 46 por 4, pero no logramos comprender de dénde obtuvo la x?
del 46 y mucho menos el 2x? y el 8 . Al final da como resultado x°® = 23
(el 23 lo obtuvo de dividir 184 entre 8).

g

1'1= 9_3 %

.Un alumno da como resultado cero y presenta el siguiente procedimiento.

?2rV-3xM

Una alumna olvida que elevar un binomio al cuadrado significa multiplicarlo
por si mismo. Y que el resultado de elevar un binomio al cuadrado es un
trinomio cuadrado perfecto, cuyos términos son: a) El cuadrado del primer
término del binomio. b) El1 doble producto del primer término del binomio
por el segundo, c) El cuadrado del segundo término del binomio. Unicamente
eleva los
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dos términos del binomio al cuadrado. Luego indica una resta con el resultado

que obtuvo y con el segundo binomio que se le dio: (25x -9)-(2x + 1), pero
procede a hacer una multiplicacidén de manera incorrecta (sdélo multiplica
25x por 2x y -9 por 1). Luego multiplica su resultado por el tercer binomio

que se le dio con los mismos errores anteriores, es decir, multiplicé 50x?
por 2x y -9 por -1. Todo esto lo iguala a 100x? + 9 y finalmente da como
resultado 109

> hl) q) (i 5- 100)? v*
- 10a

9. S6lo una alumna obtuvo el resultado correcto. Desarrolld el binomio al
cuadrado y obtuvo la multiplicacién de binomios con un término comin.

(5x- 3)2- (2x + )(2x-1) =

5% _ 3 ‘;LiJ(z :?ﬁi;q¥"!§
) 25A2-30A+-9

Zxdi
5A*3 A , mgé;:f AL®
12 : B ,
21)-30x4 A.__lx_; -1 ¢Ix1-30A2
' Yu? = ¢ '

Doce alumnos dejaron sin contestar el ejercicio lo que equivale a un 48% del total de los alumnos en estudio.
Otros doce lo contestaron mal y sélo una alumna lo contestd correctamente.

El analisis de este ejercicio nos permitié ver que a excepcion de la alumna que obtuvo el resultado correcto,
todos los demas estudiantes no desarrollaron correctamente el binomio al cuadrado: (5x - 3)2, ni el producto de dos
binomios con un término comun: (2x + 1) (2x -1). Es decir, no cuentan con ia nocion de productos notables y
factorizacion.

La alumna de la que hablamos en el inciso 9, desarrolla el binomio al cuadrado realizando el algoritmo. Esto
nos demuestra que la adolescente no maneja eficazmente laregla (a + b)(a- b) = a%-b. En este ejercicio, a diferencia
del anterior, la colegiala llevo a cabo correctamente la simplificacion de términos.
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Ejercicio VIII b) Realiza ias siguientes operaciones y simplifica el resultado: (5x — 3)* (2x +1) (2x —1) =

Cuenia con la

Observaciones

Realizé Desarrollé /Al obtener el producto de? 2xf1 Realiz6
vo el i6 . 2x-lelal liza el
Noin bre Obtuvo e correctamente|  Meociénde Desarroll6 correctamente la correctamente el zgor;mo 2 :]aunzjr;oerfeicaalzza:me correctamente la | Simplifico ei
del alumno| TeSUltado producios i ; 2 producto de dos jerarquia de las ltad
las bl expresion algebraica (5x - 3) binomios eun un |12 regla ) ; resultado
correcto operaciones notables y - | operaciones y ei uso
p factorizacion termino comdn (@tb)a-b)=a - bt del paréntesis
Liz - N0 no no no no - no - S6lo da como resultado 9x4+ 5
Ala - - - - . - - -
Cri no no no no no no
Escribe: (5x - 3)2- (2x + 1) (2x -1) = 5x - 32 - 2Xx
+12x-1=25x2+ 9 + 4x + 2 2x -1-2 46X+ 2X2=
184/8
x2=23
Mar no no no no no - no - Escribe: 25x -9 -2x +1 x2x -1 =20x-9
Sam - «* - - - - * -
Sel no no no no no - - - Escribe: (25x-9) (3-3)-16-0=16=4
Rol - - - - - - - - -
Ber - - - - - - - -
Mol no no no no no - - - Escribe: 2x2 + 3x2 + x2 = 3x2- 3x2=0
Sha - - - - - - - -
Jor - - - - - - - - -
Ime - - - - - - -
Ada si si si si si Maneja eficazmente la si si Resolvié correctamente la operacion y todo lo
regla maneja muy bien, aunque hace el algoritmo de la
multiplicacion del binomio en lugar de aplicar
directamente la regla.
Elv no no no no no ) ) Escribe: (25x -9) - (2x + 1) = (50x2 -9) (2x - 1)=
100x2 + 9 = 109
Agu - - - - - -
Pat ) Escribe: 5x - 3x = 2x, 2x + 1 = 3, luego lo tacha
) ) ) ) ) y da como resultado 2x
Rey - - - - - . - - S6lo da como resultado 22x
Jav - - - - - - - - -
Vic no no no no no ) )
. Escribe; (15)2-(3)% - (2)2 =825 -9 -4 = 821
Har no no no no no i ) ) Escribe: 5x -32-2x + 1 +2x -1 =2x2+ 1 x + 1 x|
=5x=Ix
San * - - - - - - - -
Yes - - * - - - - - -
Kar - - - - - - S6lo da como resultado 2x2
Gui - - - - - - -
Emi - - - - - - S6lo da como resultado 6

142



El tercer ejercicio de este tema es:

| Completar de manera que se cumpla la identidad x° - 4 - (x + )(X- )

La identidad se cumple colocando el nimero dos en ambos espacios.

Algunas de las respuestas que dieron los estudiantes son:

1. Una alumna coloca -4 y 4 respectivamente en los espacios en blanco. Después
quita los paréntesis y deja los binomios por separado. Ademas a uno de ellos
le deja ambos signos (+ y -) , Eleva la x a la segunda potencia; luego
sustituye a la x? por 8. Por Gltimo hace dos igualaciones: x°~4 = 4 y x=~8

- XE A= (X4 ){x—!qi
2
¥ -4 :(}*’L{)(x"‘-l)
NGty wty
1
Mz i xy
X'l-q:q -_--B
2. Ocho alumnos llenaron los espacios con numeros naturales: el 6 y 2; el 8 y
2; el 8y 4; el 4 vy 8;, el 2y 1l; el 2y 0; el dy4dvyel 2yd4
3. Un alumno escribié el ntmero dos en ambos espacios, pero ademés A'? 4
escribe — = x + x , vy —2 + 2, lo cudl es incorrecto
4. Una alumna escribe el nUmero 2 en ambos espacios y escribe nuevamente la
expresién x? - 4 que es parte de la identidad.
X2-4=(x+1)(x--2)
5.

Cinco alumnos llenaron ambos espacios vacios con el numero 2
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6. Una alumna escribe el numero dos en ambos espacios, pero ademéds hace la
comprobacién muitiplicando ros dos binomios.

a) 2-4=(xHZ|)(x-]|Z])

Siete alumnos dejaron sin contestar el ejercicio (un 28%). Ocho lo contestaron mal (un 32%). Tres lo
contestaron parcialmente correcto (un 12%). Y 7 dieron nimeros que cumplen la identidad.

La mayoria de los alumnos que contestaron el ejercicio no presentan operaciones lo que nos dificulta saber
como procedieron para obtener el resultado. Algunos alumnos escribieron el nimero dos en ambos espacios
haciendo verdadera la identidad pero no sabemos si lo hicieron de manera correcta o por casualidad o coincidencia,
ya que también existe la posibilidad de que asi haya sido. Recordemos que en el ejercicio anterior la mayoria de los
estudiantes no desarrollaron correctamente la expresion algebraica (5x - 3)?, ni la multiplicacion de los binomios 2x
+1 por 2x -1, lo que nos hace pensar que pudo suceder lo mismo en este ejercicio y que no saben que a2-b? = (a
+D) (a- b). Todo lo anterior nos indica que no cuentan con la nocidn de productos notables y factorizacion.
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X%4 = (x + )X Completar de manera que se cumpla la identidad
No(;ntl)re Completd | Cuenta con | Realizael algoritmo o Sgpo l1)0 q\lle
e i0 maneja correctamente | indicaban los .
alumno g?;rfdcéﬁ?dearg Ialggﬁ;%f;ge la regl:]a a?-ir=(at+b) (a{ paréntesis Observaciones
b)
Liz si si st
Maneja correctamente
laregla
Ala - - -
Cri No no no Escribe dos resultados incorrectos en donde nos podemos dar cuenta que no cuenta con la nocion
) de identidad: x3-4=4. x = -8

Mar si no no Completa correctamente la identidad, pero lo hace procediendo de manera incorrecta. No sabe que

es una
X2 4
idantidad Ecrriha =¥ + Y - 249

Sam no no - no Sélo da como resultado 8y 2

Sel si si no se sabe no lo se |Podria escribir que maneja correctamente la regla, y que sabe que indican los paréntesis, pero
también existe la posibilidad que haya completado la identidad por casualidad o coincidencia.

Rol - - - - -

Ber - - - - -

Moi no no - no Sélo da como resultado 8 y 4

Sha - - - - -

JOT si - - - -

Ime si no " no . . . o .

Completa correctamente la identidad (por casualidad o coincidencia), pero no sabe que es una
identidad. Escribe: X+zZ
X+2x=4

Ada si si Realiza el algoritmo si

Elv no no - no Sélo da como resultado 4y 8

Aqu no no - no S6lo da como resultado 2y 1

Pat - - - - -

Rey si Si no se sabe no lose |En ejercicios anteriores ha dejado ver que no sabe lo que es una identidad Podria escribir que
maneja correctamente la regla, y que sabe que indican los paréntesis, pero también existe la
posibilidad que haya completado la identidad correctamente por casualidad o coincidencia.

Jav no no - no Sélo da como resultado 4y 4

Vic si si no se sabe no lo se |Podria escribir que maneja'correctamente la regla, y que sabe que indican los paréntesis, pero
también existe la posibilidad que haya completado la identidad correctamente por casualidad o

Har si no no se sabe no lo se |En ejercicios anteriores ha dejado ver que no sabe lo que es una identidad. Podria escribir que
maneja correctamente la regla, y que sabe que indican los paréntesis, pero también existe la
posibilidad gue haya completado la identidad correctamente por casualidad o coincidencia.

San no no - no Sélo da como resultado 6y 2

Yes - - - - -

Kar no no - no Sdlo da como resultado 2y 7

Gui - . -
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[Emi
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Cuarto
ejercicio:

Completar de manera que se cumpla la identidad (3a + 2= +b2

Las expresiones que completan la identidad son b, 9a? y 6ab respectivamente.

Algunas respuestas de los estudiantes son:

1. Tres alumnos escriben numeros naturales en los espacios en blanco: 9, 3y
15; 1, 1y 106, 2y 3

2. Un alumno llena los espacios en blanco con x?, 4.5a y x?. Al parecer el 4.5a
lo obtuvo de dividir 9a entre 2 y la x? de dividir entre 2. Lo que no nos
explicamos es como obtuvo el 9a y la x'? 13

b) (3a+ Zp’ta_l_sa-l-b!

5.Una alumna trata de desarrollar el binomio al cuadrado, pero se equivoca al
multiplicar 3a por 3a y al hacer la suma de 3ab mas 3ab

va DB F [

Fax %t 2 da AP A
"

\o *ﬁﬁ?—_g‘z: 3 “')“
E&g‘_o Y w2 ot

AL T 4 e vy i ey

12 Una alumna coloca en los espacios en blanco una x, 3a’ y x? respectivamente.
Ademéds cambia los elementos de la igualdad de un lado a otro y finalmente
escribe como resultado 3a + x? = 3abx?

13 Seis alumnos emplean las literales a y b para llenar los espacios en
blanco, ejemplo: 2b, 3a y 3b; 2b, 6a y 4b; b, 1 yv 2; a, b yb; b, 3y a; o
bien 4b, 2a y 3b
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<3a +CS )2=ra +[S#B+b2 30+ b
39q4-1>£.q3%4
+ 3<ib»b

k+3.bfb?

Nadie completé correctamente la identidad. Trece alumnos lo dejaron sin contestar lo que equivale a un
52% del total de los alumnos en estudio. Nueve lo contestaron mal (un 36%). Y tres lo contestaron parcialmente
correctamente.

Esto nos muestra nuevamente que los alumnos no cuentan con la nocién de productos notables y
factorizacion y que por lo tanto no manejan correctamente la regla (a+b)2 = a? + 2ab + b2,

Con este ejercicio vemos que los estudiantes estan ain en la etapa de lo concreto, de lo presente, de lo
real, del aqui y ahora. Y que aun tiene dificultad en aplicar sus capacidades a situaciones abstractas.
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Quinto ejercicio:

Completar de manera que se cumpla la identidad (3a + +b?

Nombre del
alumno

Complet6 correctamente

Realiza el algoritmo o maneja

la identidad Cuenta con la nocion | correctamente la regla (a-b)2 = Observaciones
de un binomio, del az+2ab+h?
tipo (a + b)?, elevado
al cuadrado

Liz no no - S6lo da corno resultados b. 3 y a. Talvez sepa que b x b = b?, y por eso dio como primer resultado |

Ala - - - -

Cri no no - Xo ha aprendido el concepto de identidad. Da como resultado 3a - xZ ~ 3abx?

Mar Da como resultados: xz, 4.5% y xz, ademas escribe 91'2 =4.52, x’/2 =xZ Aungue no son las operaci que

no no ) debid haber hecho, la primera identidad o igualdad es correcta, pero la segunda no

Sam no no - S6lo da como resultados: 9,3y 15

Sel no no - S6lo da corno resultados: b. 1 y 2 Quiza sepa que b x b = b2, y por eso dio como primer resultado la

Rol - - -

Ber - - -

Moi - - - -

Sha - _ -

Jor no no - S6lo da como resultados: 2b, 3a y 3b

Ime - - -

Ada pe no En lugar de multiplicar suma 2 veces 3a; da corno resultados; b, 6ab? y 3ab; también, se equi cuando suma
ténninos semejantes del mismo signo, por ejemplo —como es el caso— al sumar 3 3ab da como resultado
3ab; no le sucede lo mismo cuando los términos semejantes son de si diferentes, pues cancela uno con
otro. EI mismo error lo comete en el ejercicio 8 inciso a, no pa, mismo con el ejercicio 8 inciso b. donde
los términos tienen signos diferentes

Elv - W - -

Agu - - -

Pat - - - -

Rey no no - So6lo da como resultados: 1.1y 1

Jav no no - Unicamente da como resultados: 6.2 y 3

\ic no no - S6lo da como resultados: a. b y b

Har no no Unicamente da como resultados: 2b, 6ay 4b

San - - - -

Yes - - -

Kar no no - Sélo da como resultados: 4 b, 2a'y 3b

Gui - - -

Emi




150

Completar de manera que se obtenga un trinomio cuadrado perfecto: a2+ 2ab

Si sumamos “b?" obtenemos un trinomio cuadrado perfecto.

1. Una alumna no considera las literales a y b. Escribe (1)? = 1,
2 (1) (1) = 2

1
uy-.1-X
2. Hubo quienes dieron como respuesta dos términos perdidos como ay b;
22 + 2abja*+2 (2) (4) ; o bien 3a’+ab

3. Una alumna da como términos perdidos a? + 2ab. Después escribe ab =
2a%, 2a® - 2a%*, 0 =0

4. Dos alumnos dieron un sélo término perdido: 2a“b o bien 2a’b
5. Un alumno escribe "b" como término perdido.

6. Solamente una alumna escribe "b?> y logra completar el trinomio
cuadrado perfecto.

Quince estudiantes dejaron sin contestar el ejercicio, lo que equivale a un 60% del total de los
alumnos en estudio. Ocho lo contestaron mal (un 32%). Uno lo contesta parcialmente bien y una alumna
da como resultado el término que completa el trinomio cuadrado perfecto.

Lo anterior nos deja al descubierto que soélo una alumna encontrd el término perdido. Los demés
no saben lo que es un trinomio cuadrado perfecto y por lo tanto no pudieron identificar de qué trinomio
cuadrado perfecta se trataba.

Lamayoria de los estudiantes na exigieron una explicacion de las posibilidades fuera de los datos
expuestos. Su pensamiento se ocupa de lo real, de lo concreto, de la diferenciacion de la forma 'y el
contenido.




Quinto ejercicio:

Ejercicio X a) Completar de manera que se obtenga un trinomio cuadrado perfecto: a2 + 2ab*

Nombre
del
alumno

Dio el término que faltaba para
completar el trinomio cuadrado perfecto

Sabe lo que es un trinomio
cuadrado perfecto

Identific6 de qué trinomio
cuadrado perfecto se trataba

Observaciones

Liz

no

no

no -

Sélo da como resultado 2a°b

Ala

Cri

no

no

no

Escribe: ab = 2a2,2a° - 2a%, 0= 0; no
cuenta con la nocion e igualdad

Mar

no

no

no

Sélo da como resultado 2a°b

Sam

Sel

no

no

no

Escribe: a® + 2 (2) (4)

Rol

Ber

Moi

pe

S6lo escribe b

Sha

Jor

Ime

Ada

si

Elv

no

Solo escribe: (I)?=1,2 (1) (1) =2

Agu

no

S6lo escribe: R = 3a2 + ab

Pat

Rey

Jav

Sélo escribe:ay b

\ic

Har

Solo escribe: 22 + 2ab

San

Yes

Kar

Gui

ok

Emi




Sexto y ultimo ejercicio del tema de productos notables y factorizacion.

Completar de manera que se obtenga un trinomio cuadrado perfecto: 25x2 - 40y

Si sumamos la expresion 16— obtenemos un trinomio cuadrado perfecto, xz

1. Dos alumnos Unicamente volvieron a escribir 25x? - 40y sin
hacer ninguna otra operacidén o anotaciédn.

2. Un alumno sbélo escribid 835

3. Alguien elimindé las literales x e y. Ademds escribe 1375-1335 y lo
iguala a cero.

Cis] -
i jh,-
o XO

4. Una alumna cambid al 25 por 50 y a la y por x. Ademds iguald el binomio
a 102

5. Alguien escribié 50x? - 40y =10x’y

6. Una alumna sustituydé a la x por 5 y a la y por 8 y no hizo ninguna otra
operacidn.

Cabe mencionar que éste fue el ejercicio que mas se les dificultd resolver a los alumnos y a nosotros, en
un principio, también. En un primer momento pensamos que se trataba de un error de
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dedo que habian pasado por alto todos los que colaboraron en la elaboracion del Libro para el maestro de
matematicas de Educacion secundaria, editado por la SEP. Seguin nosotras ninguin término completaba el trinomio
cuadrado perfecto. Unicamente se podria completar si a la expresion dada en un principio (25x2~ 40y) la
cambiaramos por 25x% 40xy. En este caso, el término que completa el trinomio cuadrado perfecto es 16y?2
Después consideramos las caracteristicas de un trinomio cuadrado perfecto: tiene dos términos cuadrados y otro
que es el doble producto de las raices'de estos dos. Entonces, nos dimos a la tarea de buscar que término
multiplicado por la raiz cuadrada de 25x2 nos daba como resultado 40y, que es el doble producto de las raices del
trinomio cuadrado perfecto que buscamos. Las operaciones que efectuamos fueron:

20258)(v) = 40y 25.V)(V?) = En este caso, llamamos al término
40 y gue buscamos pero recordemos que
3 lo podemos representar con

(I0.vXVT) = 40_y cualquier otra literal.

10A
mrt =4 —
-V
t=@G—)
X

Al tener presentes las caracteristicas de lo que es un trinomio cuadrado perfecto pudimos encontrar el
término que nos faltaba en este ejercicio y descartamos que no se tratara de un error de dedo. Entonces nos parecio
un buen ejercicio para aplicarselo a los estudiantes.

Ninguno de los alumnos contest6 correctamente el ejercicio. Dieciocho lo dejaron sin contestar (un 72% del
total). Siete intentaron contestarlo, pero no lo hicieron satisfactoriamente.
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Ejercicio X b) Completar de manera que se obtenga un trinomio cuadrado perfecto: 25x2 - 40y

Nombre del
alumno

Dio el término que faltaba para completar el
trinomio cuadrado perfecto

Sabe lo que es un trinomio cuadrado
perfecto

Identifico de que trinomio
cuadrado perfecto se trataba

Observaciones

Liz

no

no

Sélo da como resultado: 25x? - 40y

Ala

Cri

Mar

no

S6lo da como resultado: 25x2 - 40y

Sam

Sel

no

Sélo escribe: 25 (5) 2 - 40 (8)

Rol

Ber

Moi

Sha

Jor

ime

Ada

Elv

Agu

Pat

Rey

Jav

b4

Vic

Escribe: (25) 2-40, 1375- 1335, 0=0

Har

Sélo escribe - 835

San

Yes

Kar

Escribe: 50x? - 40y = 10 x%y

Gui

Emi

Escribe: 50x? - 40y = 102
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El problema que se les plante fue:

[Mostrar que si se resta 1 al cuadrado de todo nimero impar se obtiene un numero divisible entre 4 y 8 |

Se demuestra obteniendo la formula 8m + 1, donde “m" es cualquier nimero natural.

1. Una alumna escribe Unicamente "es el 4"
2. Un alumno escribe 1 ' = 4 (lo cual es incorrecto).

3. Un alumno eleva, por un lado, al uno a la segunda potencia dando como
resultado 16 y lo divide entre 8; y por el otro, elevd el uno a la octava
potencia y da como resultado 8 y lo divide entre 4

aAtf A-*
2.

Los resultados de elevar el 1 a la segunda y octava potencia son incorrectos.

4., Una alumna escribe 12 = 1, ademds divide 10 entre 4 y 10 entre 8

+k

5. Alguien eleva 1 a la segunda potencia entre y divide al 4 y al 8 1

6. Alguien sélo resta 1?2 al 9 y lo iguala con 8, luego con — ultimo or
y p

con 2

f-824E1
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7. Una alumna restd un numero entero a x (del 1 al 7) y lo iguald a 2, 3,
4, 5, 6, 7 y 8 respectivamente. Ademds encierra al 4 y al 8 como

indicando gque con eso estd haciendo la demostracidn.

i-=2 A- ‘P5
XL1--3
7
XZ" C) X ; EJ:‘%
x “H—=

Parece ser que la alumna representa ese niimero impar con x2. Pero en el resultado que da ese x?vale uno y
en lugar de llevar a cabo una resta hace una suma. 0 bien que la x2 vale el doble del nimero que esta restando
mas uno, Esta ultima conclusion la descartamos ya que la alumna no ha resuelto satisfactoriamente los demés

ejercicios y problemas.

8. Una alumna restd uno a algunos numeros impares desde el 3 hasta el 17 y
sefiald aquellos que, segun ella, son divisibles entre 4 y 8. De todos
esos que sefiald, el 12 no es divisible entre 8

1

K) omtro s Jjv'f

3-L-2 Il -L - »o0
$»L1 H TJiViSiMé' tn
7 *3-1. X
V-JL<C
q enU*y 2 15-LH
of£* ji
9.0tra alumna resta 12 al 5
impar y luego resta 1°" v al 9 y escribe: "buscando numeros
b>
iM

ASCO(\0
im por y\uojo rotrla J,*

10. Otra alumna multiplica 3 x 3 y 7 x 7. También resta 1 a 23 y escribe
que todos los resultados de estas operaciones son divisibles entre 4 y
8. Lo cual no es cierto porque el 22 no es divisible entre estos dos

3A3r°-1o08 23-1 -¢2-7 eo cUujdie 77
Xil 'i tliot ovE I e” CA O

En el inciso 1 la respuesta que da la alumna nos permite ver que ésta no comprendi6 el problema,
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En el inciso 2, pareciera que el alumno unicamente tiene presente “restar 1” pero no comprendi6 a qué, ni
para qué. Dicho con ofras palabras, no entendi6 las condiciones del problema.

En los incisos 3, 4, 5 y 6 parece ser que los alumnos tienen presente “el cuadrado de”, en este caso es de
uno y no de todo numero como lo plantea el problema. También tienen presentes el 4 y el 8, pero no conforme al
problema, No saben que hacer con estos datos que ellos resaltan para dar solucion al problema y cumplir con todas
las condiciones que éste plantea.

En elinciso 7, al parecer la alumna esta representando al cuadrado de todo nimero impar con x2, a éste le
resta un numero entero (del 1 al 7) y encierra el 4 y el 8 de los resultados (incorrectos) que obtuvo,

En los incisos 8 y 9 los alumnos entendieron el problema “al revés", es decir, mostrar que si se resta 12 (1
al cuadrado), a todo nimero impar se obtiene un ndmero divisible entre 4 y 8, Aqui la diferencia esté en la coma, en
cambiar “de" por “a" y en entender que se iba a restar 12 a todo nimero impar, en lugar de restar 1 al cuadrado de
todo nimero impar (2a-1 )2 -1

En el inciso 10 la alumna multiplica nimeros impares por ellos mismos. Es decir, opera con un ndmero
impar al cuadrado. También resta 1 a dicho cuadrado, Desafortunadamente, tampoco logra hacer la demostracion.

Con este problema nos podemos dar cuenta de que los alumnos no han logrado acceder a las operaciones
formales.

Recordemos que lo que permite al nifio llegar a formar operaciones formales es la posibilidad de moverse
en el campo de la formulacién, de los grandes ideales, del comienzo de nuevas teorias, de la realizacion de grandes
abstracciones, de la introduccion en el mundo de la ciencia, del espiritu experimental, de los dobles sistemas de
referencia.

Una persona que se encuentra en el estadio de las operaciones formales tiene la capacidad de utilizar

supuestos, cavilar en posibilidades, crear teorias, deducir y elaborar hipétesis. Logrando poco a poco la obtencidn
de una férmula algebraica para resolver un conjunto de problemas,
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Problema 3 Mostrar que si se resta 1 al cuadrado de todo nimero impar se obtiene un numero divisible entre 4y 8

Nombredel | | ogrg la | Cuentaconla| Comprendid que todo Comprendi6 que notodo | Intentd resolver el problema | Identificé que se

alumno demostra- | nociénde | nimero divisible entre 8 | ndmero divisible entre 4 es aritméticamente o trataba de productos Observaciones

cion divisibilidad es divisible entre 4 divisibie entre 8 algebraicamente notables

Liz no no no no aritméticamente no Escribe: 12=1,4=1= 4,8 =1=8; no comprendio
que se trataba de una generalidad

Ala - - - - - -

Cri no no no no aritméticamente no Escribe; x2-1=2,x2-2=3, x2- 3 =4 (encierra el
cuatro), x2-4 = 5x25 = 6x- 6 =7 x2 -7 =18
(encierra el ocho)

Mar no no no no aritméticamente no Escribe 9-12=8-4/8=2

Sain no no no no aritméticamente no Escribe "a) 5 - 12 =4, b) 9-11 = 8, buscando
nimeros impar y luego resta 122

Sel - - - - - - -

Rol - - - - - - -

Ber * - - - - - -

Moi - - - - - -

Sha - * - - - - -

Jor no no no no aritméticamente no
Escribe: (1)2. 16= 16 = 2=2, R= 2: (I)2. 8 =8=4=2

lime - - - - - -

Ada no si si no aritméticamente no A los nimeros impares del 3 al 17 les resto 1, luego
sefialo aquellos que, segln ella, eran divisibles
entre 4 y 8, pero sefiala al 12 como divisible entre
4y 8, lo cudl no es cierto. Olvidé que se trataba de
una generalizacion.

Elv - - - - - - -

Agu - - - - - - -

Pat - - - - -

Rey no - - - - - S6lo escribe: es el 4

Jav - - - - - - -

Vic *o - - - - - -

Har no S6lo eleva el 1 a la menos dos y lo iguala a 4, lo

i ] i i i cual es incorrecto

San no no no bo aritméticamente no Escribe: 12=1,10=4=0.25,10=8=0.125; en la
primera operacion el resultado es correcto, en las
dos ultimas no

Yes - - - - - - -

Kar P no no no aritméticamente no Escribe: "Ejemplo, 3 x3=9 - |1 =8, 8 es divisible

entre cuatro y 8;23-1=22yes
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divisible entre 4y 8;7 x7=49-1=48 yes
divisible en4 y 8”;
Ademas, 22 no es divisible entre 8

Gui

Emi
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Podemos concluir que el planteamiento de este problema y estos seis ejercicios relacionados con
el tema de productos notables y factorizacion nos permitié ver que:

a) Lamayoria de los alumnos no saben hacer operaciones con polinomios. Entre otras cosas no han
aprendido a extraer el factor comun de un polinomio; no efectuan correctamente la simplificacion
de términos; no realizan correctamente la jerarquia de operaciones y el uso de paréntesis. Todo
esto ha dificultado que los estudiantes logren aprender la nocion de productos notables y
factorizacion.

b) Ninguno de los alumnos aplica los productos notables al calculo numérico. Ni tampoco los utiliza
en la resolucion de problemas. Cabe hacer mencién que en toda la educacion secundaria no
tuvieron la oportunidad de hacerlo.

Todo esto dificulta que los alumnos logren hacer abstracciones y generalizaciones.

160



Ecuaciones cuadraticas o de segundo grado

En la educacion secundaria cuando se inicia el estudio de las ecuaciones cuadraticas o de segundo grado,
los alumnos ya estan familiarizados con las operaciones que sirven para resolver ecuaciones lineales, como son
operar con ambos miembros o transponer términos de un lado a otro de la ecuacion.

Una ecuacion de segundo grado o cuadréatica es aquella que puede reducirse a la forma ax? + bx + ¢ = 0,
donde no se anula a. Si observamos los coeficientes by ¢, las podemos clasificar en incompletas si se anula b o ¢,
o completas sino se anula ninguno de los coeficientes.

Los métodos para resolverla consisten en llevarla a una de las formas:
(ax+b)2=do(ax+b)(ex+d)=0
Luego se despeja x 0 se aplica el hecho de que un producto es cero si alguno de sus factores lo es.

Solucionar una ecuacién de segundo grado consiste en averiguar qué valor o valores al ser sustituidos por
la indeterminada convierten la ecuacion en una identidad. Llamamos discriminante A = b2 ~4ac, en funcion del signo
del discriminante conoceremos el nimero de soluciones de la ecuacion, asi:

a) Sieldiscriminante es menor que 0 la ecuacion no tiene solucion,
b) Sieldiscriminante es 0 hay una solucion,
c¢) Sieldiscriminante es mayor que 0 hay dos soluciones.

El algebra de la secundaria culmina con el estudio de las ecuaciones de segundo grado, o cuadraticas y los
métodos que sirven para resolverlas, incluida la férmula general.

El programa contempla los siguientes temas:

a) Solucion de ecuaciones incompletas (ax? + ¢ = 0, ax? -bx = 0); de ecuaciones completas por factorizacion y
completando cuadrados.

b) Formula general; discriminante y numero de soluciones de una ecuacion cuadrética.

"Los alumnos deberan tener numerosas oportunidades de plantear y resolver problemas que los conduzcan
a ecuaciones cuadraticas. Para esto no es necesario, ni recomendable, esperar a que dominen los
procedimientos algebraicos de resolucion, sino que se les pueden proponer desde antes y permitir que los
resuelvan por medios numéricos y graficos”. (SEP, 1995; p.

147)

Por otro lado, a manera de confrontacion de la teoria con la practica, se les plantearon a los alumnos tres
problemas. El objetivo es identificar si éstos:

a) Lo resuelve algebraicamente o aritméticamente.

b) Hicieron uso de un lenguaje algebraico.
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¢) Resolvieron el problema por medio de una ecuacion cuadrética; si es el caso, analizar como planted la
ecuacion de segundo grado, que método utilizé para resolverla, si la resolvié satisfactoriamente y si
encontré el valor de x.

d) Hacen eluso correcto de las leyes de los signos y las operaciones inversas.

e) Y, en el primer problema, ver si saben y tienen presente lo que es un nimero al cuadrado y nimeros
consecutivos.

El primer problema que se les planted es el siguiente:

Encontrar tres nimeros consecutivos cuyos cuadrados sumen 77|

Los numeros son 4,5y 6

Algunas de las respuestas que dan los alumnos son:

1.Una alumna escribié uUnicamente 25.6

2. Tres alumnos buscaron un par de numeros cuya suma era igual a 77

Emi Sam Agu

33 38-5

77

3.Un alumno buscd dos pares de numeros que sumados daban 77

4. Cuatro alumnas buscaron tres pares de numeros que sumados daban 77
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Cri Pat

3%i 88>, 5" n-
MU $5 ;6 -155 T 66jl; ' // ~7? 17-

Vic Sel

3511 ¢ + HI
51VIS-11 H5i3H-71 b1 *it -11

779).

5.Un alumno buscd tres numeros que sumados le dieran 77

6. Una alumna buscd cuatro grupos de tres numeros que sumados le dieran

Y
U 4
A

73

77

Cada grupo de tres nimeros suma 77

7. Otro alumno buscd tres numeros que sumados dieran 77 y los
utilizdé como exponente de tres numeros consecutivos.

8. Cuatro alumnos encontraron los tres suman numeros cuyos cuadrados
77
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Kar

MtHzIk5%5
xezs 16 +76*36= v*
<Jo 40-i«l de 'i'i

Ada
; Tlv
/6 L

’R - "5 H - ]Q

7Y 5%- 25
1

¢ = 3

I (. 15 3¢ 33

El problema era encontrar tres numeros consecutivos cuyos
cuadrados sumen 77. Todas las respuestas que dieron los estudiantes nos permitieron percatarnos que:

a) Sdlo cuatro alumnos encontraron dichos numeros, lo que equivale a un 16 % del total de los alumnos
en estudio.

b) Ningun alumno intentd resolver el problema algebraicamente. Todos lo hicieron aritméticamente. Por
lo tanto, no pudimos observar si conoce y pone en practica los métodos para resolver una ecuacién de
segundo grado,

c) Los alumnos que contestaron correctamente el problema fue porque lo comprendieron en su totalidad
y han aprendido qué se entiende por el cuadrado de un numero y por numeros consecutivos.

d) Elproblema no condujo a los estudiantes a plantear una ecuacion de segundo grado. Los alumnos no
estan acostumbrados a resolver problemas algebraicamente. Ademas, en este problema, no era dificil
encontrar dichos nimeros. Quiza era mas facil resolverlo por tanteo que por medio del planteamiento
y la resolucion de una ecuacion de segundo grado, Pero, ¢ qué pasaria si se tratara de una cantidad
mayor, donde nos fuera muy complicado y nos llevara mucho tiempo encontrar dichos nimeros por
ensayo y error" El plan y programa de estudio plantea la resolucion de problemas utilizando los
conocimientos adquiridos en relacion al algebra para que se logre poco a poco la obtencién de una
formula algebraica para resolver un conjunto de problemas.

En la respuesta del inciso 1 muy probablemente la alumna dividié 77 entre 3. Podemos decir que esta
estudiante solo retuvo en la mente dos datos: 77 y 3, pero no comprendié |a relacion que habia entre dichos datos.

Los alumnos de los incisos 2 y 3 buscaron un par de nimeros que sumados dan 77. Aqui podemos ver que

ellos solo tuvieron presente que se trataba de nimeros que sumaran 77, pero no comprendieron de cuantos nimeros
se trataba y que otras condiciones debian de cumplir dichos nimeros.
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En las respuestas del inciso 4 cada una de las atumnas buscd tres pares de nimeros que sumados daban
77 Lo que podemos observar aqui es que dichas estudiantes tuvieron presente que se trataba de numeros que
sumados dieran 77, pero cambian las condicidn del problema (muy probablemente porque asi lo entendieron) "tres
numeros consecutivos cuyos cuadrados” por "encontrar tres pares de nimeros que sumen 77”

Al parecer, en el inciso 5 el alumno sdlo tuvo presente que se trataba de 3 nimeros que sumados dieran
77

En el inciso 6 seguramente pasd lo mismo, nada més que aqui la alumna buscd mas de un grupo de tres
numeros que sumados dan 77

El alumno del que hablamos en elinciso 7, tampoco comprendio el problema. Aqui el alumno cambio “cuyos
cuadrados" por “exponentes”. Talvez entendié el problema de la siguiente manera: "Escribe tres ndmeros
consecutivos y a cada uno colécale un exponente de tal manera que dichos exponentes sumen 77"

Los alumnos se encuentran aun en el estadio de las operaciones concretas ya que aun tienen dificultades para

enfrentarse a relaciones de segundo orden y no fueron capaces de ver todas las relaciones existentes que habia
en el problema.
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Problema 7) Encontrar tres nimeros consecutivos cuyos cuadrados sumen 77

Nombre | Encontr6 | Respetéla | Respetd la Procedi6 asu | El problema lo L'sacorrec- | Resolvio
deialumnol  gjchos condicién; | condicion: solucion condujoauna | Conque método | tamente las' | satisfactori .
. . . S - - - - amente la Observaciones
numeros | nimeros al nameros aritméticamente o ecuacionde | resolvi6 la ecuacion | operaciones ecuacion
cuadrado consecutivos | algebraicamente | segundo grado | de segundo grado inversas
Liz folad - - - - - - -
Ala ** - - - - - - -
Cri no no no aritméticamente ) Hace tres operaciones: 34 +43 =77,38.5 m++38.5=77.0y,
) ) ) 38+39 =77
Mar no no no aritméticamente
) Escribid tres nimeros que sumados dan 77 y los coloco como
exponentos de tres niimeros consecutivos. Las operaciones que
presentan son: 7*° + 8°° + 6= y2U =30 +27 =77
Sam no no no aritméticamente - - - - So6lo suma 38.5 + 38.5 =77
Sel no no no aritméticamente Hace las siguientes operaciones: 38.5 +38.5=77.0,11x7 =
i i i i 77y41+36=77
Rol - - - - - - - -
Ber - - - - - - -
Moi si sf si aritméticamente Coloca el exponente 2 al los nimeros 4,5 y 6 e indica su
. ) i i suma, después suma 16 + 25 + 36 = 77
Sha - *» - - - - - - -
Jor - - - - - - - - -
Ime no no no aritméticamente ) ) Presenta tres grupos integrados por 3 nimeros, cada uno, que
) ) sumados dan 77 respectivamente.
Ada st i s aritméticamente i i i i Obtiene el cuadrado de el 4, el 5y el 6, después suma 16
+25+36 =77
Elv si si si aritméticamente - - - Obtiene el cuadrado del 4, el 5 y el 6 y después los suma.
Asa no no no aritméticamente - - - - So6lo suma 25 + 52 = 77
Pat no no no aritméticamente Hace lo siguiente; 44 + 55 =77,55+56 = 77y 66 + 77 (el
) ) - - resultado de las sumas es incorrecto)
Rey - - - - - - - _
Jav no no no aritméticamente - - - - Sélo indica las sumas: 66 + 11 y65 + 12
Vie no no no aritméticamente - - Suma52+25=77,43+34=77y61+16=77
Har no no no aritméticamente - - - - Suma 24+ 12+41 =77
San - - - - - - - -
Yes no - - - - - - - Solo escribe; 25.6
Kar si si si aritméticamente Hace las operaciones: 4x4 = 16, 5x5 = 25 y 6x6, y escribe
. ) . . “da un total de 77"’
Gui - *5 - - - - - -
Emi no no no aritméticamente - - - - S6lo deja indicad la suma de 33 + 44
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Ef segundo problema relacionado con el tema de ecuaciones de segundo grado que se les presento a los
alumnos para su solucion fue:

En un parque cuadrado que mide 100 m de cada lado se van a construir dos andadores, tal y como se indica en la
figura. ¢, Cual debe ser el valor de x para que la superficie de ios andadores sea igual a la parte jardinada?

Respuesta: x debe valer 29.3

1.Una alumna iguald x a 100m, después presenta x + 100m = 100 y por ultimo
agregbd el exponente 2 a la x

OvoCl
721 COrv'ly, A"\ OOfiA ~ i DO y*-1 I0O”sIOO

2.Seis alumnos dan como resultado 25m, algunos procedimientos que llevaron
a cabo son los siguientes:

Kar Harold Vic
2 5m seno. Ae 0 15
A)
4 ir+>
go
iaom
Sel Agustin Jor
X o>">
o 100 X rico
A D
41109 —9m
JoO %0 X 25» 0
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3.Cinco alumnos dividieron 100 entre tres. El resultado que obtuvieron fue
33.3 Algunas de las respuestas son las siguientes y se presentan de
menor a mayor grado-de desarrollo cogni tivo:

BB
ezl

/dE9 4 5 -
b) (SRR LY
5.5
s
10
]
T 61 deXes id.Svn,
Yo
d =p 97.99 -
) [ X = 33.3
43,333
31/00
i0

4.Un alumno escribe &rea igual a 100000?, lo cudl es incorrecto. Por otro
lado divide 10000 entre 9 dando como resultado 1111.1

OKQ x 100e00?

SleOOO X: un’i

168



Ningun alumno resolvié correctamente el problema. Nueve alumnos lo dejaron sin contestar (un 36%) y
dieciséis lo contestaron mal (64%).

Claro que no podemos olvidar lo que Parra, Blanca M. (1996) nos dice en relacion a la resolucion de
problemas:

"buede considerarse que un problema ha sido resuelto por un individuo cuando éste cree, explicita o
implicitamente, que ha obtenido la 'verdadera' solucion”

Tampoco podemos dejar de lado la motivacion del alumno para resolver dicho planteamiento.

El analisis de dicho problema nos permitio darnos cuenta que a la mayoria de los alumnos la figura
presentada los llevé a dar una respuesta errénea. Aqui podemos ver cdmo se dan los intercambios entre el sujeto y
los objetos, es decir, como percibe su entorno (esto depende de las estructuras cognitivas generales del sujeto). Es
decir, integraron los objetos a esquemas de accion (adaptaron el ambiente o la situacion problemética a si mismos)
y fue esto lo que los llevo a buscar y dar una respuesta (utilizaron lo adaptado segun como lo concibieron). Para ello
primeramente se presenta un desequilibrio que el alumno resuelve haciendo una adaptacion entre (a asimilacién y
la acomodacién para lograr nuevamente el equilibrio. Por ejemplo:

a) Para la colegiala de la que hablamos en el inciso 1 el valor de x esta representado por la cantidad escrita
enfrente. Esta alumna no comprendié que los 100m representan todo el lado del cuadrado y no sélo lo parte
que esta en blanco y que se encuentra exactamente enfrente de lax.

b) En las respuestas del inciso 2 los alumnos dividen 100 entre 4. Talvez el cuatro represente para ellos las
cuatro partes jardinadas que vemos en la figura.

c) Para los alumnos que dieron las respuestas de los incisos 3 y 4 el parque estaba formado por 9 cuadrados
del mismo tamafio, ya que asi parece a simple vista. Los alumnos que asi comprendieron el problema
siguieron uno de los siguientes procedimientos y creyeron encontrar la respuesta correcta.

Por un lado tenemos el procedimiento que Y por e! otro el procedimiento que siguid
siguieron los cinco alumnos del inciso 3 el alumno delinciso 4
33.3 100 11111
30)100 x100 m 9)10000
010 10000 010
001 0010
0OO00IO
000010
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Problema 8) En un parque cuadrado que mide 100 m de cada lado se van a construir dos andadores, tal y como se indica en la figura. ;Cuél debe ser el
valor de v para que la superficie de los andadores sea igual a la parte jardinada?

<M 100 m>
Sombre Dio el |Comprendi6 e!|Resolvié el problema por| Con que método Resolvié Observaciones
del alumno| yglor de | Problema | medio de unaecuacion |resolvié la ecuacion de | Usa correctamente |satisfactoriamente la
X cuadréiica segundo grado las operaciones ecuacion
mversas
Liz no no no - - - Da como resultado 33.3
Ala - - - - - - -
Cri no no no - - - Escribe x=1 O0Om, x+ 1 OOm =100, x2+ 1 OOm = 100
Mar - - - - - -
Sam no no no - - - Hace las operaciones 33 x 33 = 1089, 1089-4 = 272, 272 - 4 = 68, 68 x 2=136, R = 68
Sel no no no - - - S6lo divide i 00 entre 4 y da como respuesta 25
Rol - - - - - - -
Ber no - - - - Sélo coloca 1 OOm en cada uno de los dos lados del cuadrado donde no aparece este dato.
Moi no no no )
) Escribié area = 1000002 (lo cudl es incorrecto, tanto por el exponente 2, como por la cantidad,,
porque 1 00 x 100 son diez mil), dividié 10000 entre 9, y dio como resultado x =1111.1
Sha - »* - - - - -
Jor no no no - - - Dividié 100 entre 4 = 25. y coloc6 25m en las orillas de cada uno de los andadores.
Ime - - - - - - -
Ada no no no ) ) ) Divide 100 entre 3 = 33.333 y da como resultado X = 33.3 y coloca una linea amiba del dltimo
tres indicando que se trata de un resultado peri6dico.
Elv no no no " Divide 100 entre 3 = 33.3 (periddico) y da corno resultado x = 33.33 y coloca una linca al lado
. ) del altimo tres indicando que se trata de un resultado periddica (Ilo mismo hace en el resultado de
la division).
Agu no no no - - - Divide 100 entre 4 = 25 y da como resultado R = 25m
Pat - - - - - - -
Rey - - - - - -
Jav no - - - - - Unicamente escribe: x = 33.3
Vie no - - - - - Suma 25 - 25 =50, 50x 2= 100, y escribe R = seria de a 25
Har no - - - - S6lo escribe x =25m
San no no no Divide 100 entre 3 = 33.333, y escribe: el valor de x es 33.3m. Coloca una linea arriba del
) ) altimo tres indicando que se trata de un resultado periédico
Yes no ** - - - Solo escribe x = 33.3
Kar no - - - Solo escribe x =25m
Gui - - - - - -
Emi - - - - - -
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El tercer y Ultimo problema que se les planteé a los alumnos, relacionado con ecuaciones de segundo
grado fue:

Varios amigos se ganan $ 90 en unarifa, pero deciden compartir el premio con un amigo mas, por lo que a cada
uno le tocan § 3 menos, ; Cuantos amigos eran?

Respuesta: eran 5 amigos mas 1, que fue con el que compartieron el premio.

1.Una alumna multiplica 10 x 9 = 90

lo

2. Otra alumna divide 90 entre 3. Luego divide el resultado de esta
divisibén entre 3 y da como respuesta eran 10 amigos.

¢ Cuantos amigos
eran? o pven 10
Oo

3h

3.Una alumna escribe "eran 3 amigos"

4.0tro alumno también da como respuesta 3 amigos. Divide 90 entre 3 dando como
resultado 3, lo cudl es incorrecto, ya que al efectuar dicha divisién da

como resultado 30 y no 3

‘3
== 3/qo
5.Alguien més escribid "eran 3 pero con el otro eran 4"
coro]voéw
pero

6. Un alumno escribe uUnicamente 4

7. Otra alumna escribe "4 amigos"
8. Un alumno solamente escribe 8, sin ninguna otra explicaciédn.

171



9. Ocho alumnos dan como respuesta 30 amigos. Los procedimientos que

hicieron son:

Pat Elv (aunque tachd todo)
Dolo 3 Opetocio»
300<niJo3
Sha Sel
30
3(Toa.™®
co O
Vic Cri
C>ICXY\ AScWl\ex QVAXCjO Operacion
Tjix >0 50 evun 30 21703
?> V3.
00 O ¢ Q
Moi Ime
$0 5 NT70.°° P SO MV<0)0z>
50 _
73 <0iO
70
10. Dos estudiantes dan como respuesta seis amigos.
Jor Liz
: ( o3
R=6 amiges  ofq0 |0 ¢ AMIRe=S,
20 )
D
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11. Dos estudiantes dan como respuesta seis amigos.

Jor k2
/5 e Q\'dﬁ ) o
R26 amiges  offs” | G190 O @ oiaps
o ——.
)

12. Cuatro

resolvieron aritméticamente y no algebraicamente. Las respuestas que dieron son

alumnos contestaron satisfactoriamente el problema, aunque lo

las siguientes:

Yes
Aon G d jja<inro
ko -U<xi <£>:$18 *o
X'L
Jo 7°
Mar
n~Ztrgn 3 y 0 todo le. +otoiron//5 c¢>n el ok?
CO cual et !
corApalMo Q* *CcAo f<n U |
(V(X\ (,O<™ tloUo €X*MNO Avt>0n 40
Kar pji™ ¢ 3 /S [
ale) StrwJS i
6 s_CnNOcmi ) - Q¢
Ada )C«. i S CWI’ CjoI3 OTOS)Uj60 - — -
OCN-IliCrOO fucrorrGy
ti—"75-—- li
tfao (> Mo
S. 32

parcialmente correcto (8%); y cuatro lo contestaron correctamente (16%).

Dos alumnos dejaron sin contestar el problema (8%); diecisiete lo contestaron mal (68%); dos lo hicieron

En las respuestas que dieron los estudiantes en los incisos 1 al 9, notamos que los alumnos no
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comprendieron el planteamiento. Ya, en los incisos posteriores, vemos un poco mas de entendimiento del problema.

En el inciso 10, a simple vista la respuesta que dieron los alumnos es correcta, pero si supiéramos que
procedimiento siguieron estos adolescentes sabriamos, a ciencia cierta, si el procedimiento que siguieron es correcto
0 no. Lo mismo podriamos decir de la respuesta. Cabe la posibilidad de que la respuesta que dieron haya sido por
coincidencia. Desafortunadamente los estudiantes no presentan més operaciones o justificaciones de porque
emitieron ese resultado.

Podemos decir entonces que los alumnos de los que hablamos en los incisos 1 al 9 integraron los objetos
(planteamiento del problema) a esquemas de accidn (dar solucidn a ese problema), pero esas acciones no los llevaron
a dar una respuesta satisfactoria al problema. Los estudiantes del inciso 10 no sabemos a ciencia cierta como
integraron dicho problema ni que acciones llevaron a cabo, ya que las operaciones y la respuesta que dan no nos
permite saber si comprendieron dicho problema. Indudablemente, las respuestas que éstos dieron, al igual que las de
los anteriores incisos, son validas para ellos. Sabemos que los estudiantes de los que hablamos en el inciso 11
comprendieron el planteamiento.

Por ultimo, podemos destacar que todos los alumnos que resolvieron el problema (bien o mal) lo hicieron

aritméticamente. Por lo tanto, nadie fue capaz de plantear y resolver una ecuacién cuadratica. Esto nos revela que
los estudiantes no emplean los conocimientos del algebra para la resolucién de problemas.
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Problema 9) Varios amigos se ganan $ 90 en una rifa, pero deciden compartir el premio con un amigo mas, por lo que a cada uno le tocan $ 3 menos. ;,Cuéntos amigos eran?

Nombre |Comprendi6 el| Diola Procedi6 a su solucién Plante6 una Con que método Resolvio satis- Observaciones
del problema | respuesta aritméticamente o ecuacidn cuadratica |resolvid la ecuacion de| Usa correctamente | factoriamente la
alumno correcta algebraicamente (cudl) segundo grado las operaciones ecuacion
imversas
Liz ) pe aritméticamente Solo indica la divisién 90 entre 6 y escribe “eran 6
amigos”
Ala - - - - - - - -
Cri no no aritméticamente
) ) ) . Multiplica 30 x 3 = 90 y escribe “eran 30 amigos”
Mar si si aritméticamente
) ) . Hace las siguientes operaciones: 18x5 = 90, 90 -15
=75,15x6=90, yescribe: “R. = Eran 5 amigos ¥
a cada uno le tocaron $15 junto con el otro”
Sain ) no ) Solo escribe: "eran 4 amigos” y no presenta
) ) ) ) operaciones.
Sel no P
- - - - - - Sélo divide 90 entre 3 ~ 30 y da como resultado 30
Rol - no - - - - - Solo escribe: ‘‘Eran 3 pero con el otro eran 4”
Ber - no - - w* - - Solo escribe: "Eran 3 amigos”
Moi no no aritméticamente Multiplica 30 x 3 = 90 y escribe: "eran 30 amigos
i i que tenian $90.00
Sha - no - - - - Solo escribe: “R =30 amigos”
Jor ) pe aritméticamente
Divide 90 entre 6 = 15, y escribe: “R = 6 amigos”
Ime no no aritméticamente Divide 90 ente 3 = 30, multiplica 30 x 3 = 90, |
) ) ) ) escribe: “ R =30 amigos”
Ada ) si aritméticamente Divide 90 entre 5 = 1 8 y 90 entre 6=15. Escribe:
) ) ) “Eran 5 amigos més uno, que fue al que le]
compartieron, fueron 6”
Elv si no aritméticamente
. . . ) Hace la divisién de 90 entre 3 =30 y luego la lacha.
AguU no no aritméticamente Divide 90 entre 3 = 3 (resultado incorrecto) |
) ) escribe:
“R =3 amigos”
Pat no no aritméticamente Escribe como datos: amigos y rifa; divide 9 | entre
) ) ) . 3 =30 (seguramente sumé $90 del premio ganado +
1 que representa el amigo mas). Escribe como
resultado 30 amigos
Rey - - - - - - - -
Jav - no - - - - - S6lo escribe un 8
Vic no no aritméticamente - - - - Divide 91 divide 91 'entre 3 =30
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(probablemente sumé $90 del premio ganado + i
que representa el amigo mas). Escribe, "eran treinta
amigos”

Har - no - Solo escribe un 4

San no no aritméticamente Divide 90 entre 3 — 30, 30 entre 3 = 10 y da como,
respuesta 10 amigos

Yes si si aritméticamente Escribe: Son 6 amigos les toca de $ 18, pero al
altimo le toca $15

Kar si si aritméticamente
Escribe y hace lo siguiente; "90 + 5 = 18 menos 3
seria 15, 15 x 6 = 90, Eran 5 amigos al cual )e
tocaban $18.00 pero como decidieron compartirlo
les bajaron 3 pesos menos y le toco de 15 por lo
cual con el otro amigo fueron ya 6 amigos.

Gui no no aritméticamente
Divide 90 -s-3 = 30 y da como resultado 30 amigos

Emi no no Aritm éticamente S6lo multiplica 10x9= 90
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Conclusion

"No se puede ensefiar nada a un hombre; sélo sede puede
ayudar a encontrar la respuesta dentro de si mismo"

Galileo Galilei

El proposito principal de esta tesis fue conocer —por medio de un diagndstico— el estadio de desarrollo
cognitivo alcanzado por un grupo de estudiantes de secundaria en particular.

Todo lo recaudado y lo analizado en este trabajo de investigacién nos hace coincidir con Nicherson (1987)
cuando afirma que muchos estudiantes que han completado la escuela secundaria no han transitado al pensamiento
abstracto o, hablando en términos piagetianos, al periodo de las operaciones formales.

Los estudiantes en estudio estan en la etapa de las operaciones concretas. Su pensamiento se ocupa de lo
concreto, de lo real, de lo presente, del aqui'y ahora. No exigen una explicacion de las posibilidades fuera de los datos
expuestos. No han logrado desarrollar habilidades de generalizacién, deduccidn y abstraccion.

Ademés de tener dificultades para enfrentarse a relaciones de segundo orden, no son capaces de cumplir
todas las condiciones de un problema porque solo ven relaciones limitadas e inmediatas con escasa conciencia de
las interrelaciones.

Los estudiantes no emplean los conocimientos del algebra para la resolucién de problemas. Todos los
alumnos que intentaron resolver el problema lo hicieron aritméticamente por tanteo, y no algebraicamente. A pesar de
que los educandos tuvieron la oportunidad de trabajar con expresiones algebraicas dentro del aula, en ia resolucion
de los problemas que se le plantearon no fueron capaces de representar una situacién o enunciado con una expresion
simbdlica y operar con ella. Es decir, pasar las condiciones de un problema a una ecuacion para su resolucién —como
lo marca el programa—y lograr poco a poco la obtencion de una formula algebraica para resolver un conjunto de
problemas.

Sabemos que la expresion simbdlica y el pensamiento abstracto se desarrollan por medio del estudio del
algebra (base de las matematicas de grados superiores) desafortunadamente los adolescentes en estudio no
reconocen la utilidad del algebra en la solucion de problemas y mucho menos logran acceder al campo de la
formulacién, ni a la creacion de nuevas teorias.

Los alumnos no han logrado aun el paso de las operaciones concretas a las operaciones formales. Aun asi,
es importante destacar que dentro de este periodo en el que estan los estudiantes podemos sefialar cinco subestadios
que corresponden a diferentes grados de avance en el desarrollo intelectual de los sujetos en estudio.

En este trabajo de investigacion hemos clasificado a nuestro grupo de alumnos en estudio dentro de cinco
subestadios los cuales estén resaltados con diferentes colores en la siguiente tabla. Ademas sefialamos con color rojo
a una alumna que por los procesos que siguié al tratar de resolver los problemas y ejercicios que se le plantearon,
deducimos que aun no accede a las operaciones concretas, sino que se encuentra todavia dentro del estadio
preoperatorio. Ya que ésta procede de manera intuitiva, sin tener plena conciencia en los procedimientos empleados.
Muy probablemente dentro de poco pasaré de la fase instintiva (periodo preoperatorio) al inicio del periodo de las
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operaciones concretas.

En el primer subestadio (que esté representado con color amarillo) encontramos a los alumnos que no
contestaron correctamente ningun planteamiento y que llevaron a cabo procesos de resolucién que tenian muy poca
0 nada de relacion con lo que se les estaba solicitando.

En el segundo subestadio (representado con azul) se encuentran los alumnos que fueron capaces de
resolver parcial o totalmente un planteamiento o un ejercicio. Y que ademas, de los procedimientos que llevaron a
cabo para la resolucién de éstos, muy pocos eran los apropiados.

En el tercer subestadio (sefialado con color gris) hallamos a los estudiantes que fueron capaces de
responder parcial o totalmente mas de un ejercicio o problema; y en los que los procedimientos que siguieron para su
resolucion encontramos mas logica.

En el cuarto subestadio (que no aparece resaltado con ningun color) estén los escolares que fueron capaces
de resolver parcial o totalmente mas o alrededor de cuatro planteamientos entre ejercicios y problemas; y que tuvieron
algun error en las operaciones que llevaron a cabo y no en el procedimiento.

En el quinto y ultimo subestadio de las operaciones concretas (que esta sefialado de color verde)
encontramos a una sola alumna que fue capaz de resolver satisfactoriamente ocho ejercicios y cinco problemas.
También contesta parcialmente cuatro ejercicios. Pero lo mas importante es que —aunque no resolvié ningin
problema en una forma algebraica— Tiene mas manejo de las situaciones y de todas las condiciones inmersas en
cada uno de los planteamientos, Y muy rara vez se pierde en los procedimientos que emplea. Dichos procedimientos
estan pensados a conciencia. Ademas nos deja ver que es la alumna que tiene mas conocimientos fundamentados,
a diferencia de sus demas compafieros. También es ella la que hace mas operaciones mentalmente y mas relaciones
entre los datos y el procedimiento que sigue en la resolucién de los planteamientos. Asimismo presenta mejor orden
€en sus respuestas.

Si vemos detalladamente la tabla, podemos decir que la mayoria de los adolescentes se encuentran en el
primer 0 segundo subestadios de los que hablamos en este trabajo: Un 28 % del total de los alumnos en estudio se
encuentran en la fase inicial (primer subestadio) del periodo de las sXat'dneS onc reaS' y un 24 % se encuentra en g segundo
subestadio. En el tercer y cuarto subestadios hay la misma cantidad de alumnos (5 que equivale a un 20% del total)
Y sdlo una es udiante esta en la etapa final de las operaciones concretas con poca distancia parei acceder a periodo
de las operaciones formales.
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Por otro lado, sinos enfocamos de manera general a lo que los estudiantes fueron capaces o no de resolver,
tenemos que:

El ejercicio que mas alumnos dejaron sin contestar fue el 10b. El cual consistia en completar la expresion
25x2 - 40y de manera que obtuvieran un trinomio cuadrado perfecto.

El ejercicio que mas se les dificulto resolver a los escolares fue el segundo que consistia en bosquejar en un
mismo sistema de ejes coordenados las gréficas de las funciones: y = -3x,y =-2X,y =- X,y =X, y = 2X, y = 3x. Sélo
dos estudiantes bosquejaron las graficas.

Podemos decir que el ejercicio que menos se les dificulté a los alumnos fue el primero, que consistia en
completar una tabla buscando ios valores faltantes de x e y, ademas de representarla en el plano cartesiano.

Siete alumnos (un 28 % del total de los alumnos) no contestaron ningun ejercicio correctamente. Estos siete
estudiantes son: Cri, Rol, Ber, Agu, Jav, Yes y Gui. Quien resuelve mas ejercicios correctamente es Ada. Luego le
siguen Liz y Moy.

En lo que se refiere a la resolucion de los problemas los alumnos presentan mayor dificultad en la resolucién
de los problemas 3, 5y 8. En los cuales se les solicitd hacer una demostracion, buscar un precio y una medida,
respectivamente, En el problema 3 hubo una persona quien lo resolvié parcialmente. Pero en los ejercicios 5 y 8 nadie
procedié acertadamente. Aunque también cabe mencionar que en la resolucion del problema 8 hubo confusidn entre
|la figura presentada y sus medidas.

'Los problemas 2 y 4 fueron los que mas alumnos contestaron correctamente. Y el 3 el que més adolescentes
dejaron sin contestar. Muy probablemente porque se trataba de hacer una demostracion. Esto nos muestra que los
alumnos no han accedido al estadio de las operaciones formales, ya que de ser asi, hubieran hecho la demostracion
sin ningun problema.

Ala deja sin contestar siete problemas y los otros dos los intenta resolver, pero lo hace de manera incorrecta.

Criy Har —cada uno por su parte— intentan resolver los nueve problemas pero ninguno de los dos lo hace
satisfactoriamente.

Sam y Agu intentaron resolver ocho de los nueves problemas. Desafortunadamente ninguno resuelven
correctamente.

Nuevamente Ada es quien presenta méas respuestas correctas (5 de 9) a los problemas planteados.

Kar resuelve tres de los problemas y en otros dos estuvo cerca de llegar al resultado correcto.

Casi la mitad de los estudiantes (12) no contestaron ninglin problema correctamente, lo que equivale a un
48 % del total de los alumnos en estudio. Estos doce estudiantes son Ala, Cri, Sam, Rol, Ber, Agu, Pat, Rey, Vic, Har,
Guiy Emi.

A continuacion se presentan las siguientes tablas con los datos recaudados del total de los ejercicios y los
problemas que contestaron o dejaron sin contestar ios alumnos.
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Tabla comparativa de la resolucion de los ejercicios'

5 El orden, tanto en esta tabla como en la siguiente, esta conforme al examen que les fue aplicado a los alumnos, mismo que se encuentra en la parte de
anexos de este trabajo.
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d:°a’}:::n":w Ejercicios
1 2 6a 6b 1 8a 8b % 9 10a 10b Totales
Liz v X X X X Y X X X Y X X [se=0,x=9,.-.yY=3
Ala \ X se se se se se se se se se se se se |se=12,x=1pe-0yY=1
Cri X X X X X X X X X X X X X se |se=1,x=13,pe=0yY=0
Mar Y X se se se i se X X X X X X lse=4,x=7tme=yY=2
Sam X X X X se se se se se X X se se |se=7,x=6,.-.yY=0
Sel X se X X X X X X Y X X s¢c=1,x=9,m .yY=1
Rol I X X se se se se se se se se se se se se |se=12,x=1pc=0yY=0
Ber X se se se X se se se se se X se se se |se=11,x=3,pe=0yY=0
Moi Y X X X Y Y X X X se se |se=2,x=6,pe=2yY=3
Sha X se se se se se X se se se se se se  se-11,x=2,5=yY=0
Jor X X X X X X X se se Al X se se |se=4,x=8 'yY=1
ime X se se se X se X se se se se se sc=9,n=3,;,yY=0
Ada Y v se Y Y Y Y Y v se [se=2,x=0,jc-yY=8
Elv y/ Y X X se X X X X X X se X e |sc=3,x=9,p='VY=2
Agu X X X se X X X X X se X se X se sc=4x=10,pc=0yY=0
Pat X se se X se se se X X se se se se se=9,x=4,kyY=0
Re X X X X se se se X X X se se SC=5x=7..mc="VY-1
Jav X X X X X se se se se se X X X se |se=6,x=8,pe=0yY=0
Vic X se X X X X X X X X se X |sc=2, x=10, yy=1
Har X X X X X X X X X X Y X X X |sc=0,x=13,pc=0yY=1
San se X X se se se se se X se se se  se=9,x=3,p:~2yY¥=0
Yes X X se se se se se se se se se se se se |se=12,x=2,pc=0yY=0
Kar Y X X X X se X X X X se X [se=2,Xx=9,tc-2yY=1
Gui X X se se X se se se se se se se se se |se-11,x=3,pe=0yY=0
Emi X X X se se se X X X se se se X [se-6,x=7-yY=0
sc=0x=sc=1 |[se=12x|se=10x|se=9x[se=12x| ~f [se=10x|se=11 [se=12x|se=7x| R 9| 5 sc=18|x

Totales 9 =13pc=Fldpc=|=12pe=|=9pc=| =% |=13pc=|x=13pc|=12pc=|=8pe= : - = [=7pc=0 Destacan

pe =2 0 |1Y=o|47=0 |0Y=4|R°p 1 |=1Y=0/0Y=1]3Y=7T| oV = | v=0

i/=21°7=0 Aea | Y=1 AH o sc=10,x=14yY=1

Vu >

se = sin contestar
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Tabla comparativa de la resolucion de problemas

Problemas
Nomore del1 2 4 6 7 9 Total
Liz Y X X X sC X sc=1,x=4, :mmyxt=1
Ala se X se X sc sC se SC sc sc =7, x-2,pc-0y" =0
Cri X X X X X X X X X sc=0.x=9 pc=0yY-0
Mar se X X Vv X X X SC v sc=2,x~5pe-0ysi=2
Sam X X X X sC X X X X sc=1,x=8pc=0ya=0
Sel X "V se X X X X X sC = Lx="6;pc = 0y"-2
Rol X X se X sC e sC sC X sc=5 x=md,pe=0yJ=0
Ber se X se X X X SC X X AN
Moi se X se X sC X V X X sc=3, x=4pe=0yai=2
Sha se X se X X v SC SC X sc=4,x=4pe=0yV=1
Jor X X X X X SC X sc=1,x=6pe-1lya=1
Ime se se X X Al X sC X sC=3,X=4, xunn 'WV-1
Ada se Al X Al sC -'J Al X A sc-2,x=2,pe=0y-5
Elv X se se X SC Al X X sc-3,x=4, x='ya=1
Agu X X se X X X X X X Al —
Pat X S0 se X X X X SC X sC-3,Xx=6,pe-0ya/-0
Rey X X X sC sC sC sC sC sC SC=6x=3pc=0ya=0
Jav X c se X X X X X X A"
Vic S0 X se X X X X X X SC-2,x-T.pe=0yVv=0
Har X X X X X X X X X _ ) A"
San se X X X sC sC X X SC-3x-5xyyJ =0
Yes X se \ X X X X \ sc=1x-5x-YV=2
Kar X V X X v X v sc=0,x=4,xxy3
Gui se X se X X X SC sC X sc=4,x=5pe=0ya=0
Emi se X se X X SC X SC X sc=4,x-5pe=0Y a/=0
sc=11x=10 se=1 SC-15]x SC-2X= 4 SC=6x=16|sc=9x=12 |sc=9x=16|sc=2x=17

Totales nchl Xo K=16 [=9pc=1| |7 & B |pe=0a=3|pc=0a=4|pc=0a=0|pe-2a=4

)c=3 A/l=0 c-~1 X §| Destacan sc=4,x=21,V =1

se =sin contestar
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En lo que respecta al analisis que se presenta al final de cada ejercicio o problema, el orden ascendente
en que se presentan las respuestas que dieron los adolescentes va de un desarrollo intelectual menor a otro mas
progresivo. Es decir, en dichas respuestas hay una diferenciacion gradual. Vemos poco a poco en los estudiantes
estructuras de pensamiento méas avanzadas, un desarrollo cognitivo mas completo, superior e integrador y con mayor
flexibilidad. Esto depende, en cierta medida, de los esquemas y de las estructuras cognitivas generales e internas
de cada aprendiz; al igual que de su forma exploratoria, de su experiencia y de cdmo utilice lo aprendido
(conocimiento previo).

Recordemos que en todo este proceso de querer dar respuesta a los ejercicios, el alumno se enfrenta a un
desequilibrio que resuelve haciendo un esfuerzo cognoscitivo para encontrar un equilibrio entre él mismo y su
ambiente, como una integracion de ideas de manera dindmica entre el sujeto y el objeto.

Las respuestas que dieron los alumnos a los diferentes ejercicios y problemas nos revelan que el
pensamiento de la mayoria de estos estudiantes es lineal y concreto. Y que ain no desarrollan un pensamiento
flexible que sea aplicable a todas las situaciones problematicas que se les presenten. Su capacidad de aprendizaje
generalizado es limitada. Lo que se aprende en un contexto no se transmite facilmente a otros contextos. Por ejemplo,
en la resolucion de los problemas 1y 3, los alumnos no utilizaron supuestos que los llevaran poco a poco a la
obtencién de la formula algebraica que se les solicitd. Lo que nos muestra que aln no han logrado acceder a las
operaciones formales.

En lo referente al anélisis hecho de los ejercicios relacionados con el tema de funciones y sus graficas nos
revela que los alumnos carecen de conocimientos fundamentales, como lo son la comprensién de expresiones
algebraicas y la localizacion de una pareja de puntos en el plano cartesiano, para operar con funciones y poder
aplicarlos a problemas. También tienen problema para comprender el comportamiento de la grafica de una funcion
y relacionarlo con su formula.

Por otro lado, la aplicacién a los estudiantes de los tres ejercicios relacionados con el tema de operaciones
con expresiones algebraicas, nos permitié descubrir que éstos aun no adquieren seguridad y destreza en el manejo
de los procedimientos algebraicos, ni son capaces de utilizarlos para resolver problemas. Aun tienen dificultad en
aplicar sus capacidades a situaciones abstractas.

En lo que se refiere ala resolucion de los ejercicios y los problemas relacionados con el tema de ecuaciones
lineales, nos percatamos que en los diferentes tipos de las respuestas que dieron los estudiantes la gran mayoria no
han aprendido las nociones y procedimientos fundamentales del algebra. Ademas tienen dificultades al enfrentarse
a relaciones de segundo orden y a relaciones existentes entre relaciones. Unicamente ven relaciones limitadas e
inmediatas con escasa conciencia de las interrelaciones, es decir, no son capaces de cumplir todas las condiciones
de un problema (caracteristicas de un pensador concreto). Muy pocos alumnos tienen un pensamiento reversible.
Manejan y coordinan datos mentales interiorizados con datos reales simultdneamente.

En cuanto altema de sistemas de ecuaciones lineales, los instrumentos del diagndstico nos permitieron ver
que su ensefiaza-aprendizaje no se dio mediante el planteamiento y la resolucion de problemas que condujeran a
sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas y su solucién por el método de sustitucion. Por lo tanto fue
dificil para los estudiantes resolver problemas algebraicamente.

Pasando al tema de productos notables y factorizacion, el analisis de los instrumentos del diagndstico nos

permitio ver que la mayoria de los alumnos en estudio no han aprendido a extraer el factor comun de un polinomio;
no efectuan correctamente la simplificacion de términos, la jerarquia de operaciones, las leyes de los exponentes y
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el uso de paréntesis; no aplican los productos notables al calculo numérico; ni tampoco los utilizan en la resolucion
de problemas; no desarrollaron correctamente el binomio al cuadrado; ni el producto de dos binomios con un término
comun; no saben lo que es un trinomio cuadrado perfecto. Todo esto ha dificultado que los estudiantes logren
aprender la nocién de productos notables y factorizacidn y que logren hacer abstracciones y generalizaciones.

En lo que respecta a la teoria que sustenta este trabajo de investigacion podemos destacar que Jean Piaget
determiné a la adolescencia como el inicio del pensamiento de las operaciones formales. Ademas, este autor sefiala
diferentes periodos del desarrollo del pensamiento, ios cuales son intégrateos, su orden de sucesién es constante y
aunque este autor haga mencion de edades fisicas vemos que méas bien estan caracteristicas corresponden aedades
mentales. Cada etapa subsiste en las siguientes como sub-estructura, sobre la cual las etapas anteriores desarrollan
nuevas caracteristicas.

La aportacion principal de este trabajo es que dentro de cada etapa existen también diferentes subestatios
en los que tienen lugar diferentes tipos de desarrollo cognitivo, cada vez mas avanzados y que hacen posible que
pOCco a poco se vaya llegando al siguiente periodo de desarrollo de los que nos habla este autor.

Finalmente podemos decir que los alumnos en estudio se encuentran dentro de las operaciones concretas.
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ANnexos



Cuestionario'®

Secretaria de Educacion
Departamento de Secundarias Generales
Departamento Regional Lerma Zona Escolar No. 08
Escuela Secundaria Oficial No. 710 “Miguel Hidalgo y Costilla"

Ultima evaluacion de Matematicas |

Nombre del alumno: , Fecha de nacimiento / /
dma

INSTRUCCIONES GENERALES: Realiza lo que en cada problema o ejercicio se te pide, NO borres nada y realiza
aqui todas las operaciones necesarias.

[) Completa la siguiente tabla y represéntala en el plano cartesiano: (p. 158)

Il) Bosqueja en un mismo sistema de ejes coordenados las graficas de las funciones: (p. 191) y = -3x,y =

~2X, Y= XY =X Y-2XYy=3X

16 Todos los ejercicios y problemas fueron tomados del Libro para el maestro de matematicas, SEP 1995.
Enfrente de cada uno sc escribe la pagina.

136



Indica el perimetro de la siguiente figura, (p.117)

m+2

2m

Perimetro =

IV) Indica el area de la siguiente figura, (p. 194)

Area=
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V) Encuentra los términos perdidos: (p.195)

(x2+ +3x-2)=3x2-10x +

V1) Encuentra el valor de x. (p.167)

7x+5=4x+20'

2(4x +7)-3(x +2) = 18 (p. 169)
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VIl) Encuentra los valores de x e y. (p.174) 2x-y ~ 3

X+y=12

VIl Realiza las siguientes operaciones y simplifica el resultado, (p. 197) 2x2+(3x+1)2 =

(5x-3)~(2x +1) (2x-1) =

136



Completar de manera que se cumpla la identidad, (p.199)

a) x2-4=(x+

b) (3a + O)2= Q]+ Q b2

Completar de manera que, en cada caso, obtengamos un trinomio cuadrado perfecto, (p. 199)

a) a2 + 2ab b) 25x2-40y
Xl) Resuelve los siguientes problemas:

1) Un agente de ventas recibe dos ofertas de empleo de una misma compaiiia: un salario base mensual de N$ 500
mas un 8 % de comision sobre las ventas, o bien un 15 % de comision sobre las ventas, sin salario base: Escribe
en cada caso una férmula para indicar como dependen los ingresos del agente de las ventas que realiza.
Construye una tabla para comparar los ingresos posibles en cada caso; por ejemplo, ¢ cuanto recibe en cada
caso si vende 1000, 2000, 3000,... pesos? ¢En qué casos le conviene aceptar una u otra oferta? (p. 179)
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(

2) Con $ 310 puedo comprar cuatro pantalones o bien tres pantalones y cinco pares de calcetines. ¢, Cuanto cuesta
cada pantalon y cada par de calcetines? (p. 150)

3) Mostrar que si se resta 1 al cuadrado de todo nimero impar se obtiene un numero divisible entre 4 y
8. (p. 151)
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4) Se reparten 133 chocolates entre dos grupos de alumnos. El segundo grupo recibe 19 chocolates mas que el
primero. ¢ Cuéntos chocolates recibe cada grupo? (p. 165)

5) En una tlapaleria me venden la lata de pintura $31 mas barata que en otra, de tal manera que con la misma
cantidad de dinero, en la primer tlapaleria puedo comprar cinco latas mientras que en la otra sélo puedo comprar
cuatro. ¢ A cuanto me dan la lata de pintura en la primer tienda? (p. 170)

6) En una funcion de teatro, los boletos de adulto se vendieron a $ 30 y los de nifio a $ 25. Si se vendieron 100
boletos mas de nifio que de adulto y en total se recaudaron $ 4 700. ;Cuantos de nifio y cudntos de adulto se
vendieron? (p. 173)
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7) Encontrar tres nimeros consecutivos cuyos cuadrados sumen 77. (p. 207)

8)En un parque cuadrado que mide 100 m de cada lado se van a construir dos andadores, tal y como se indica en
la figura. ¢ Cuél debe ser el valor de x para que la superficie de los andadores sea igual a la parte jardinada? (p.

207)
X
.
100m
A N
<—.100 M-semmeee >

9)Varios amigos se ganan $ 90 en una rifa, pero deciden compartir el premio con un amigo mas, por lo que a cada
uno le tocan $ 3 menos. ; Cuantos amigos eran? (p. 208)

La Concepcion Coatipac, Calimaya Méx., a de del 2002

136



Resolucion de ejercicios

En este apartado se presentan algunos procedimientos que los alumnos pudieron seguir para llegar a las
soluciones de cada uno de los ejercicios, excepto aquellos que fueron mencionados en el capitulo 3 para llevar a
cabo el analisis. Dicha numeracion corresponde al examen que les fue aplicado.

Ejercicio 2 Bosqueja en un mismo sistema de ejes coordenados las graficas de las funciones:

Yy=-3%Y=-2%Y--X Y =X Y-2XY - 3X

1) Elaborando tablas dando valores a x y sustituyendo dichos valores en cada una de las funciones dadas,
localizando todos los pares de coordenadas que se obtienen en un solo plano cartesiano.

X y =-3X X y--2x X y=-X
-3 (-3M-3)=9 -3 (-2)(-3)=6 -6 -(-6)=6
-2 (-3)(-2)=6 -2 (-2)(-2) -4 -4 4

-i (-3)(-H=3 -1 (-2)(h=2 -2 2

0 (-3)(0)=0 0 (-2)(0) =i 0 0

1 (?3)(1)--3 1 (-2)()=-2 2 -2

2 (-3)(2) =6 2 (-2 =4 4 -4

3 (3)3)=-9 3 (2)<3)= 6 6

X y-X X y =2X X y -m 3x
6 6 1 2(IW -3 3(-3)--9
4 4 2 4 -2 -6

2 2 3 6 -1 -3

0 0 4 8 0 0

-1 -1 5 10 1 3

) -2 2 6'

-3 -3 3 9
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2) Calculando mentalmente uno o dos valores de y , localizando el punto directamente en el plano cartesiano

-3

Ejercicio 5 Encuentra los términos perdidos:

(x2+ +8)-~( +3x-2) = 3x%-10x +

1) Colocando la resta de manera vertical:

Colocamos larestade | Consideramos el signo menos Encontrando los términos
manera vertical de laresta desconocidos a partir de los
términos conocidos

(x2+ +8) (x2+ +8) (X% +-zx +8)
(__ #3x-2) "(___ 1-3x+2) ( -3x +2)
3x2-10x + 3x2 - 10x+ 3x2 - 10x+|

2) Obteniendo los términos perdidos por medio de las operaciones inversas:

Para obtener el tercer término perdido podemos hacer la resta de los terceros nimeros de cada una de las partes
de laresta. Es decir:

+8-(-2) =+8+ 2 =+10
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Ahora para obtener el segundo término perdido primeramente consideramos el signo menos de la resta, de esa
manera tendriamos un -3x, que al restarlo a cierto nimero nos de -IOx. Es decir, ( )-3x = -10x. En este caso tenemos
una incognita, que podemos obtener mediante las operaciones inversas:

| -3x=~10x

= —|Ox + 3x

Y por ultimo para obtener el primer término perdido procedemos de la misma manera:

x2-3x2~|
- 2x2 =] ~
—2x2=—2x2
3) Relacionando cada una de las partes de la resta para encontrar los términos perdidos: [x%+(-7x) +8
]- [(-2x2) + 3x-2] - 3x2- 10x + (10)
+ - 4 * Haciendo la multiplicacion de los signos
X2-Tx+8 +2x%-3x+2=3x2-10x + 10
3x2-10x +10 = 3x2-10x + 10 > Reduciendo términos
4) Procediendo directamente: (x2+ ||+ 8)-( || + 3x- 2)

= 3x%-10x+| x2+ 2x2 + 8)-( yx _ 3x +2) = 3x2-10x+ 10 -
X2+ 2x% + 8 - Tx - 3x + 2 =3x2“10x+ 10 -

Este 10 resulta de sumar 8 + 2

> Quitando los paréntesis y
simplificando términos
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Respuesta: Los términos “perdidos” son -7x, - 2x?y 10 o bien 2x% 7xy 10 en ese

orden.
Comprobaciones:
2) Para los términos 2x2 7x y 10
Arminos -7x ~2y2
1 ) Para los términos 7X’ 2 y 10 El signo menos de la resta + 2X;, +8 afecta a todos los niumeros
- - 2) * cambiandoles su signo.
X2-7x+8
- TX-3Xx + X2 +2x2 + 10
- (-2x2) + 3x - 2
. ¥ Simplificando términos
3x2 _iox+ 10 -10x+3x2+ 10 *
Ejercicio 6 Encuentra el valor de x

a) 7x+5=4x+20

Comprobacion:

7x+ 5= 4x+20
7x-4x=20-5
7(5)+5=4(5)+ 20 35+5=20 + 20
3x=15
40 =40
X=YX3

b) 2(4x+7)-3(x+2)-18
Comprobacién

2(4x+7)-3(x+2)=182[(4)(2)+7]-3(2+

8x + 14-3x-6 = 18 . 2) =18 30-12=18
0 bien

e WM - R — >  8x3x+14-6-18=0 18=18

5x + 8=18 5%—10-0

5x=18 -8 5x= 10

5x = 10
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Ejercicio 7 Encuentra los valores de x e y

2x-y=3x+y=12

Soluciones posibles:

1) Resolucién por el método de suma y resta:

2X-y"N3 x +

N2

3x=15

y:
X3

2(5)-y=3
10-y =3

2) Resolucién por el método de sustitucion

Igualando x

X=12 —y
Despejando x en la

primera
ecuacion
2 (12-y)-y=3
24-2y-y =3
24- 3y =3
-3y=3-24
-3y=-21

y~
Igualando ?-Yr/! 12-x

Despejando yenla
primera ecuacion

2x-y =3
2x-(12-x)=3
2x-12+x=3
x12=3
3x~3+12
3x=15

Comprobacion:
X+y=125+7
T y=3- =12
e 2x-y=32(5
7:7 X-y= ()'
7=310-7=3
Ecuaciones
2x-y=3
X+y-12

Sustituyendo el valor de
yen la 1ra ecuacién

2Xx-y=3
2X-71=3
2X=3+7
2x =10

V-JO
A2

F5|

Sustituyendo el
valor de xen la
primera ecuacion
2x-y=3
2(5)-y-3
10-y=3
-y=3-10
-y-7

Sustituyendo el valor de
yen la 2a ecuacién

x+y=12
X+7=12
X=t2-7

Sustituyendo el
valor de x en la
segunda ecuacion

x+y=12

S5+y=12y=
12-5y=7

Comprobacio
n:

2x-y=3

2(5)-7=3
10-7=3

3=3

Xx+y=12
5+7=12
12=12

Comprobacion:

2X—y-3

2(5)-7=3
10-7=3
3=3

X+y=12

5+7=12
12=12
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3) Resolucién por el método de igualacion

Despejamos y en ambas ecuaciones

2x-y-3
-y=3-2x
y=-3+2x

X+y=12
y=12-x

Igualamos las dos Sustituimos el valor de x en una de las dos Comprobacion:
ecuaciones y gcuaciones
2x-y=3
incognita En la primera ecuacion  En la segunda ecuacion 2(5)-7=3
10-7=3
3=3
-3+2x=12-x 2x—y=3 X+y=12
2x+x=12+3 2(5)-y=3 5+y=12 0 bien
3x=15 10-y=3 y=12-5 x+y=12
x=V -y=3-10 y=7 5+7=12
X=5 -y-~7 12=12
E3
O bien
-3+2x=12-x-3
+2(5)=12-5-3+
10=12-5
7=7
4) Resolucion por el método gréfico
Despejamos y en ambas ecuaciones
2x-y=3 y=12-x
-y=3-2x y=-3+2x
X+y=12
X y=-3+2x (x.y) X y=12-x (x.y)
-3 F3+2(-3)=-9  [(-3,9) -3 [12-(-3)=15 (-3,15)
-1 F3+2(-1)=-5 |-1-5) -1 [124(-1)=13 (-1,13)
0 |-3+2(0)=-3 0,-3) 0 12-(-0)=12 (0,12)
1 +F3+2(1)=-1 (1,-1) 1 [12-1=11 (1.11)
3 F3+2(3)=3 (3.3) 3 [123=9 (3.9)
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Ejercicio 8 Realiza las siguientes operaciones y simplifica el resultado

a) 2x2 + (3x + 1)2 = 2x2 + g2 +6Xj-1 - |11x%+6x+1

3x +1

x+1

3x+1
9% t...3X_
9x2 +6x +1

b) (5x- 3)2 - (2x + 1) (2x -1) - 25x>30x + gj-*x* y21x>30x + 8

5x-3 2x +1 25x%30x+9
5x-3 2x-1 4Ax2 -1
-15x +9 -2x-1 -21x%-30x + 8
25x%15x 25x* _4x% + 2x 4x?
30x +9 -1+
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Ejercicio 9 Completar de manera que se cumpla la identidad

a) Y {x x2-4 = (x+2) (x-2)
Ja o
X-
2
X2 -2+ 2x -4
P
> (3a +b)2=9a? + 6ab + b2

b) (3a +|)=[|+]] + b*
Como sabemos que el resultado de elevar un binomio al cuadrado es un trinomio cuadrado perfecto, cuyos

términos son:

1) El cuadrado del primer término del binomio.
2) Eldoble producto del primer término del binomio por el segundo

3) Elcuadrado del segundo término del binomio

En este caso sélo hay que elevar 3a al cuadrado para obtener el primer término del trinomio cuadrado perfecto,
esto es 9a2 sacar la raiz cuadrada de b? y asi obtenemos el término faltante del binomio que es y. Por ultimo,
obtenemos el doble producto del primer término del binomio por el segundo: 2 [(3a)(b)] =2 (3ab) = 6ab

Comprobacion:

3ath
3a+h
3ab +h?
9a%+3ab
9aZ + 6ab + b?
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Resolucion de problemas
En este apartado se presentan algunos procedimientos que los alumnos pudieron seguir para llegar a las
soluciones de cada uno de los problemas, excepto aquéllos que fueron mencionados en el capitulo 3 para llevar a
cabo el analisis. Dicha numeracion corresponde al examen que les fue aplicado.

Problema 2

Con $ 310 puedo comprar cuatro pantalones o bien tres pantalones y cinco pares de calcetines. ;Cuanto cuesta
cada pantalon y cada par de calcetines?

1) Aritméticamente:
Operaciones Respuesta: Comprobacion:
715 15.5
4)310 S)77.5 Cada pantalon cuesta 7750  15.50 77.50 x4
030 27 $77.50 y cada par de x3 x5 310 '00
0020 025 calcetines $15.50 23250 77.50 ’
2) Algebraicamente:
Tenemos dos ecuaciones (un ) o Respuesta:
sistema de ecuaciones Despejamos penla  Sustituimos el valor de p
lineales con dos incognitas:  1er. ecuacion: en la 2da. ecuacion: Cada pantalon cuesta
$77.50 y cada par de
4/7-310 4p =310 3p +5c=310 calcetines $15.50
310 3(77.5) +5¢ = 310
3p +5¢-310 P=~V 2325+5¢c=310 Comprobacion:
p=n.s 5¢-310-232.5 1er. ecuacion
oc=T1.5 4(77.5) =310
715 310=310
c By
c=155 2da. ecuacion
3(77.5)+ 5(15.5) = 310
2315+77.5=310
310=310
Problema 3

Mostrar que si se resta 1 al cuadrado de todo numero impar se obtiene un nimero divisible entre 4y 8
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1) Aritméticamente:

X? X% 1 X! -1 x4

4 & S I ara
17 1-1=0 No ee e cumpe par
32 91=8 N02M 1 todos los numeros
52 551 =04 6 3 impares excepto el
72 49-1=48 12 6 uno.
92 81-1=80 20 10
112 121-1=120 30 15
557 3025-1 =3024 756 378

13472 | 1814409-1 = 1814408 453602 | 226801

2) Algebraicamente:

Primero habria que utilizar un lenguaje algebraico, asi tenemos que:

Todo niimero impar podemos representarlo como (2a -1)? y de ahi representariamos todo nuestro problema en una
expresion algebraica.

(2a-1)2-1 _4ar?-40 +1 -1

4 ] 4
_4a*-4a
4
_4u(i-1)
4
=a(a-l)
4¢l(e7~1)
"2 g
4tf fl1
T
a-2m a- +1

Donde M es cualquier nimero natural
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Problema 4

Se reparten 133 chocolates entre dos grupos de alumnos. El segundo grupo recibe 19 chocolates mas que el primero.
¢ Cuantos chocolates recibe cada grupo?

1) Aritméticamente:

Respuesta:
133 057 57
-19 2JITI £19 El primer grupo recibe 57 chocolates y el segundo 76 chocolates
114 14 76
2) Algebraicamente: 0
Respuesta:
X+ x+19= 133 .
Un grupo recibe 57
2x+19=133 chocolates y el otro
2x = 133-19 recibe 76
2114 Comprobacion:
y-114
A2 57
+76
x=57 133
57
+19
76
Problema 5

En una tlapaleria me venden la lata de pintura $31 mas barata que en otra, de tal manera que con la misma
cantidad de dinero, en la primer tlapaleria puedo comprar cinco latas mientras que en la otra sélo puedo
comprar cuatro. ;A cuanto me dan la lata de pintura en la primer tienda?

5(x—31)=4x 155 Comprobacion Respuesta:
5x-155 = 4x 5x- =31 155 124 $124 Primer tienda
4x=155 124 x4 x5
x =155

620 620
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Problema 6

En una funcién de teatro, los boletos de adulto se vendieron a $ 30 y los de nifio a $ 25. Si se vendieron
100 boletos mas de nifo que de adulto y en total se recaudaron $ 4 700. ; Cuantos de nifo y cuantos de

adulto se vendieron?
1) Por tanteo:

2) Aritméticamente:

100 4700 1100

X25 -_250Q— 2)2200

500 2200 02

2QQ

2500 00
nn
0

36.6 301100 5 1:‘; J.3A 40x30 = 1200 gQ
200 140x25 = 3500
200 100
" 0 40 1200 + 3500 = 4700
6
0

Respuesta: Se vendieron 140 boletos de nifio y 40 de adulto.

3) Algebraicamente:

30x + 25x +25(100) = 4700
55x +2500 = 4700

55x = 4700-2500

55x = 4700-2500

55x = 2200

Y - 2200
A55

x=40

Respuesta:

Se vendieron 140 boletos de nifio y 40 de
adulto.

Comprobacion:

30x + 25x +25(100) = 4700 30(40)
+25(40) + 25(100) = 4700 1200 +
1000 + 2500 = 4700
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Problema 7

Encontrar tres niimeros consecutivos cuyos cuadrados sumen 77

Posibles soluciones:

1) Por tanteo o ensayo y error.

2) Algebraicamente con una ecuacion de segundo grado y su resolucion con la formula general:

X2+(X+1 )*+(X+2)»:77 - Los nimeros Son:4,5y6
” -4ac
X+ X2+ 2X+1+ X +AX+ 4=T77 = a -
Comprobacion
3¢+ 6x+5=77 BENGLABX  -T2)
3x*+6x+5-77=0 2) 42+ 524 62= 77
-6+T/36+864
3%+ 6x72=0 X~ 6 16 +25+36=77
y- -6*/900
X 6
a=3,b=6yc=-72 W ~6£30
6
6o x2-
X1= -24-
6
X1=4 X2=-6
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Problema 8

En un parque cuadrado que mide 100 m de cada lado se van a construir dos andadores, tal y como se indica en la
figura. ;Cual debe ser el valor de x para que la superficie de los andadores sea igual a la parte jardinada?

!

100 m

|

<100 m-—>

Posibles soluciones:
1. Soluciones errdneas.
A la mayoria de los alumnos la figura presentada los llevo a dar una respuesta errénea.
a) Paraalguien el valor de x puede estar representado por la cantidad escrita enfrente.
b) Para otro, bastara dividir 100 entre 4 (las partes jardinadas),

c) Por el otro, pareciera a simple vista que el parque estuviera formado por 9 cuadrados del mismo
tamaiio, lo cual no es cierto. Los alumnos que asi comprendieron el problema siguieron uno de los
siguientes procedimientos y creyeron encontrar la respuesta correcta.'”

Procedimiento 1 Procedimiento 2 Procedimiento 3
33.3 100 M.t 9x2=10000
30)100 x100 9)10000 . 10000
n1n 010 X~~~Q
10000 v
001 0010 x2=1111.1
00010 x=VinliT
000010
x=33.3

17 El primer procedimiento lo llevaron a cabo cinco alumnos, y el segundo lo siguié un alumno.
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2. Algebraicamente con una ecuacion de segundo grado y su resolucion despejando la variable

A=P

A=1002

A =10,000

Aj = 5,000

Aa =5,000
(100x)2 = 5000

100-x = V5000

Respuesta:
x debe valer 29.3

Comprobacion:
(H)O-.r)2=5000
(100-29.3)2-5000

(70.7)2 = 5000
4998.49 = 5000

100- -x/5000 — x

100- 70.7 =x

29.3=x

3. Algebraicamente con una ecuacion de segundo grado y su resolucion con la formula general

A=P
A 7002
A = 10,000
Aj = 5,000
Aa = 5,000

(100-X) (100-X) = 5,000
10,000--200x + x* = 5,000
10,000-5,000 - 200x + x2= 0
5,000 -200x + x*=0

a=1,b=200yc =5000

Respuesta:

e x debe valer 29.3

-(-200)i77"200%4(1X5000) B

© 20 Comprobacion:

Y _2001/40000”20000

A 2

¥ - 2001120000 10,000 -200x + x? = 5,000

A 2

Y - 200114142 10000 - 200(29.3) + 29.3% = 5000

A 2

_ 200+141.42 , = 2001 10000 - 5860 + 858.49 = 5000 4140 +

858.49 =5001.51

Xl= xX2="

O bien
X1 = 170.52 X2=29.3

5,000-200x + x2=0 5000-200(29.3) +
(29.3)%= 05000-4140 + 858.49= 0
5000 -4998.49=0

208



Problema 9

Varios amigos se ganan $ 90 en una rifa, pero deciden compartir el premio con un amigo mas,
por lo que a cada uno le tocan $ 3 menos. ¢ Cuantos amigos eran?

1) Por ensayo y error.

2) Algebraicamente por medio de un sistema de ecuaciones lineales:

—X
>l YA

3= 90

>1+1 n
Ja..\\U+\J—UI’\ mnran
90H_90/|’$?(7J})<H> wl

90n - 90n -90 = -3n(rrH)
+90 =-3n--3n
3n%+3n-90=0

3/?%3/3-90_n
3

n>n-30=0
(n+6)(n-5 =0
n+6=0 n-5=0

n=-6 [n~5]

Respuesta:

Eran 5 amigos y les hubiera tocado de a $18,
pero como decidieron compartir el premio
con un amigo mas les toco $15 a cada uno.

Comprobacion: 18 15
5)90 6)90
0 0
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